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Il rapido e continuo incremento delle Scienze Matematiche 
in questi ultimi tempi , è dovuto principalmente alla facilità 
con cui le molte e varie ricerche appena intraprese, le nuove 
verità appena scoperte possono subito estendersi e fecondarsi 
da molti geometri contemporaneamente in varie parti d'Eu- 
ropa. Quindi per tutte le nazioni , che vogliono cooperare a 
questo progresso, la necessità di periodici che diffondano con 
prestezza e regolarità i nuovi trovati dei loro dotti, e che 
agevolino il modo di seguire il generale avanzamento della 
Scienza. In Italia gli Annali di Scienze Matematiche e Fi- 
siche , fondati fino dal 1850 da uno di noi, intendevano sol- 
tanto al primo di questi due fini, ne esisteva finora alcun 
periodico che si proponesse il secondo. Noi abbiamo perciò 
creduto di potere far cosa utile agli studj matematici nel no- 
stro paese , associandoci per trasformare i suddetti Annali in 
un giornale che avesse questo doppio intendimento. 

Il nuovo Giornale sarà distinto in due parti. Nella prima 
di esse troveranno luogo gli scritti originali contenenti nuove 
verità acquistate alla scienza , o dimostrazioni nuove di im- 
portanti verità conosciute. Nella seconda parte si daranno 
estratti, più o meno estesi, di memorie pubblicate nei gior- 
nali matematici stranieri e negli Atti delle Accademie, cor^ 
redandoli di tutte quelle notizie bibliografiche e di quelle 
indicazioni delle fonti originali , che possano dare agli estratti 
medesimi l'efficacia di un mezzo di istruzione , ed a raggiun- 



U IDROBI A CHI LEGGI 



irli annali di Scienze Matematiche e Fisiche, che ebbero il loro 
principio fin dal gennajo 1850, hanno compiuto l'ottavo anno 
con lo scaduto decembre 1857. Erano essi destinati specialmente 
al progresso delle scienze esatte per la nostra Italia in particolare, 
n mio scopo fu sempre quello di propagare si fatti studii , e di 
sonmiinistrare un mezzo agevole alla pubblicazione delle memorie 
di quei giovani geometri , che non avessero tutto il commodo 
d'inserirle nelle collezioni accademiche. Tutti i dotti della pe- 
nisola , e molti d'oltremonte hanno concorso coi loro scritti ad 
onorarli. Le importanti Memorie scritte dalla maggior parte dei 
Collaboratori , hanno fatto si che i Matematici più riputati anche 
dì oltremonte si rivolgessero alla lettura dei miei Annali. Per- 
suaso della reale utilità , ed incremento dai medesimi prestato 
alle Scienze Matematiche , io non esitai punto dietro un loro 
cenno, di associarmi quali Compilatori i signori Professori Brio^ 
schi , Betti , e Genocchi , onde gli Annali di Matematica e 
Fisica ricevessero una riforma utile pel nuovo anno 1858, come 
viene indicato nel di contro Avviso. Oltre ciò , che riguarda la 
mia parte circa i lavori scientifici porrò ogni cura , che l'Edizione 
riesca assai nitida tanto per i caratteri del testo, quanto per i 
segni matematici, onde le formole algebriche siano collocate con 



chiarezza 9 e simmetrìa. Io Teseguirò con tanto più impegno , 
da che l'Opera viene eseguita in questo celebre Stabilimento Ti- 
pografico j del quale dalla Sacra Congregazione di Propaganda 
Fide fu a me affidato da due anni circa a questa parte l'onore- 
vole incarico di Direttore. 

Gli associati agli Annali di Scienze Matematiche e Fisiche 
dello scorso 1857 riceveranno il compimento dei dodici fascicoli , 
quantunque già siasi ora pubblicato il primo fascicolo dei nuovi 
AnnaU di Matematica. 

Roma i. Fehbrajo 1858. 

BARNABA TORTOLINI 
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SOPBA L'EQUAZIONI ALGEBRICHE CON PIÙ INCOGNITE 



MEMORIA 



DEL PROF. ENRICO BETTI 



D 



alo un sistema di n equazioni algebriche con n incognite 9 dopo avere determi- 
nata l'equazione finale risultante dall'eliminazione di tutte le incognite meno una sola, 
e trovati tutti i valori di questa incognita , per risolvere compiutamente il sistema 
proposto 9 è necessario di determinare in funzione di questi i valori corrispondenti 
deUe altre incognite , cioè rimane da sciogliersi il seguente problema : 

Date n equazioni con n — 1 incognite 9 che hanno uno più sistemi di solu- 
zioni comuni 9 determinare questi sistemi. 

Il eh. sig. LdouvtUe , nel voi. 12 del suo Giornale 9 ha dato un metodo per 
risolvere questo problema. Abel, nel voi. 17 degli Annali di Gergonne lo aveva 
trattato con maggior generalità 9 ma soltanto nel caso di due sole equazioni con una 
incognita. Come può vedersi anche nel Cours d'Algebre mperieure del eh. Sig. Ser- 
ret f egli aveva determinato 9 per mezzo delle funzioni simmetriche , una funziono 
razionale qualunque di una sola radice comune a due equazioni algebriche. I prin- 
cipiÌ9 sopra i quali è fondato il metodo di Abel, sono stati dimostrati finora soltanto 
per il caso di una sola equazione con una incognita; quindi la generalità, di cui esso 
é capace 9 non è stata finora provata. Dare tutta la possibile generalità al metodo di 
Abel e ai principii > sopra i quali si fonda 9 é lo scopo di questa breve Memoria. 

Siano proposte le n -h 1 equazioni algebriche con n incognite : 

Tom. L N*. I. 1868. ^ 
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e con 0{Xiy Xi9 . . x^) il prodotto dei due determinanti D e A, si dimostrano fa- 
cilmente (*) le due equazioni : 

(4) ©('•«a^» '■*<«2. ...»''-««)= 0, 

(5) ©("«., '•«,,.....^«.) = (p/r«j9A''«2) ... ?;ro; 

nella prima delle quali i valori numerici degl' indici superiori r ^ , r, , r„ sono tulli 
differenti. 

Ammesse queste notazioni e richiamati questi principii» passiamo ad estendere al- 
cuni teoremi dal caso di una sola equazione a quello generale di un sistema di un 
numero qualunque di equazioni. 

Teorema I. Una funzione ravonale e simmetrica di tutti i sistemi (2) meno 
uno, per esempio meno il primo , equivale a una funzione razionale e intera delle 
quantità di questo stesso sistema. 

Poniamo 

(6) n(ai, 02,. . .flr) = (fli— O2) («i— Os) . .. (Ot — fl*-) («a — o,). . . . 

(flj— Or) (ar-i — a^); 



?i'(a:i) 



c = ^1 (a^t,'«i),:^¥- = y»(x..'«8)» ... ^r^ == H^»K,'«J; 



a^^i— «i X,— 'otj a?«— '«. 



'« 



^19 ^s » . . . . ^« saranno rispettivamente funzioni razionali e intere di Xi e 'a^ , di 
^« e '«2, ... di a;« e '«„. 

La funzione generatrice delle funzioni razionali , intere e simmetriche di lutti i 
sistemi (2) meno il primo» sarà 



msa.lL tszn . 



Infatti , decomponendo in frazioni semplici , a cagione dell* equazione (4) si annullano 
lutti i termini > nei denominatori dei quali alcuni dei fattori , che contengono gli u 
cogli apici superiori eguali , hanno gli a cogli apici superiori differenti ; a cagione 
dcir equazione (6) , si annullano tutti i termini , nei denominatori dei quali alcuni 



C) Vedi la M. di Jaoobi Th. nova nel Creile, Voi. 14, e la mia M. sopra le serie doppie ricorrenti 
Degli Annali di Scienze Matematiche e Fisiche pel Feb. 1857. 
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dei fattori, che contengono gli u con apici inferiori eguali , hanno anche eguali gli apici 
superiori degli a ; e per l'equazione (5)» tutti gli altri termini hanno per numeratore 
l'unità. Dunque » abbiamo identicamente : 

1 

dove 9i debbono permutare tra loro contemporaneamente gl'indici superiori di tutti 
gli n sistemi di a » in tutti i modi possibili. 

Ora 9 svolgendo in serie ordinata secondo le potenze decrescenti delle indetermi- 
nate X f X » . • 9 ^<<t 9 X» • . 9 l'espressione (8) di G, si ottiene per eoelficiente 
del termine : 

(9) tt, . . • «, . . . '^, . • • 'H«, 

la funzione simmelrìca : 



(10) 5) "«','"■ "«','"' 



" "On u^^, 



n ( Il 



L'espressione (7) di G è funzione razionale di '«xj , 'a, , . . . '«„ , e dei coefGcienti , 
poiché anche le funzioni II' sono funzioni razionali dei coefficienti àì^if ¥,1 ... Y, ; 
quindi svolta in serie ordinata secondo le potenze decrescenti delle medesime inde- 
icrminate u, si otterrà per coefficiente del termine (9) una funzione razionale di\, 
'«2 9 • • • \ , che potrà rendersi intera , perchè V| , '«, . • . '«» sono rispettiva- 
mente radici dell'equazioni 

?i{«i) =» 0, 9,{x,) == . . . , ?«(««) = 0. 

Dunque la funzione (10) sarà esprimibile razionalmente e sotto forma intera per 
le ((uanlità ^a^ , 'a, , , . . , 'a^. Ma una funzione razionale e simmetrica di tulli i 
sistemi (2) meno il primo , si può rendere intera f moltiplicandone il numeratore e 
il denominatore per tutti i valori che prende il denominatore permutando tulli i si- 
stemi Ira loro in tutti i modi possibili ; e resa intera sarà la somma di pili espres- 
sioni della forma (10) moltiplicale per quantità razionali, e quindi sarà esprimibile 
razionalmente e sotto forma intera per 'a^ ,'«,... 'a^ ; come volevamo dimostrare* 

Teorema II. Una funùone razion(de e intera di grado qualunque di un solo dei 
sistemi (2) equivale sempre a una funzione razionale e intera delle quantità dello 
Messo sistema, la quale contiene un sol termine di grado mi + mt -f- . . . -f- m, — n, 
e tutti gli altri di grado inferiore. 



PURA ED APPLICATA. 
Le quantità 



tt 



y» » y«t '»» >*,« j^ CT/g| i «j* • . • '«,■ 



sono termini di una serie n*^" ricorrente, della quale le scale di reiasione si otten- 
gono, sostituendo nell'equazioni 

»/i Xt* . . . »/• /i ( »t > ^ f • • • »« ) — 0. 

«/l «,'f . . . «^'. /«( «4 ,«,,...»,)= 0. 

a** a** a** . 

tt in luogo di Xi^ Xa'* . . a?/. Dati i valori delle fx indeterminate ^^ , è 

chiaro che la serie deve risultare compiutamente determinata : dunque l' equa- 
zioni di primo grado che si ottengono, come abbiamo detto, dall'equazioni (11) 
debbono essere tali da potere servire a determinare linearmente tutti i termini 
della serie , quando ne siano conosciuti tanti quanti bastano per determinare i fi va- 
lori di hf per esempio i primi fi , ossia tutti quelli nei quali fi •< mi , r, "^ m, , . . . 
r^<m^. Questo varrà qualunque siano i valori dei coefficienti ^, quindi anche per 
hi = 1, fc, = fc, =s . . . = ^^ =r 0. Dunque tutti i prodotti 

V» V« • • • '«/- 

si potranno esprimere linearmente per quei prodotti soli nei quali Vi '^nii . , . r^ '<m^', 
e una funzione intera qualunque di '«a, 'a, . . . f^a^ si potrà ridurre a contenere un 
sol termine di grado nti-f-nit-h • • • -^m^ — n, e tutti gli altri di grado infe- 
riore; e. V. d. 

Teoeema in. Se F^ indica una funxione di "*«! , ""a, . . . "*<x« , razionale , 
intera e con un sol termine di grado nti + m, + • * • + *»,» — vi « ^ ^^^ 9^ 
àUri di grado inferiore , e A^ indica il valore che prende il determinante funzio- 
nale quando od X|, o^ . . . «« sé sostituisce rispettivamente "*(Xi, "*a, ..."*«„ ; 

2j a 



sard eguale al coefficiente del termine di grado nti 4- ms -h ... -hfn^ — n in¥. 
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Come nel Teorema I. sì è dimostrata l'eguaglianza dei secondi membri dell'equa- 
zioni (7) e (8) t si può provare ancora la seguente identità : 

D ^ yT 1 

mstL 

e poiché D è di grado non superiore a fx — mi — m, — ... — m„, dovranno nel 
primo membro , e quindi anche nel secondo, mancare i termini di grado superiore a 
— (mi + 1^2 + ••• "H m« ) , quando si svolgano ambedue secondo le potenze decre- 
scenti di ti| y 11} ,.. . Un' Dunque 



«tv" 



(12) X '''' ^V ' ' 



sarà eguale a zero per tutti i valori di r^, r,, . . r« rispettivamente non superiori 
a nij — 1 , m^ — 1 , . . . m» — 1 , e sarà eguale al coefficiente T di uc^*^ uf^- 
. . . t*;j~"» nel primo membro svolto in serie, quando r^f r^ . . . r„ sono rispet- 
tivamente uguali a 1»! — 1 > mj — 1 . . . m„ — 1 ; ma se prima di procedere al 
calcolo si fosse decomposto T in n fattori ( alcuni dei quali potevano essere eguali 
a uno) e si fossero rispettivamente moltiplicati i primi membri dell'equazioni y4=0, ^=0 
. . . ^ = , per questi fattori , il determinante funzionale A sarebbe stato molti- 
plicato per T , e quindi il valore dell' espressione (12) sarebbe stato diviso per T, 
e perciò sarebbe stato uguale ad 1 ; e questo potremo sempre supporlo. 
Ora 9 è chiaro che » nell' espressione 

F 



Szf. 



annullandosi tutti i termini della forma (12) e di grado minore di nti 4- m, -f- 
. . . . -4- 1»;» — n , e quello di grado *»£ -|- wm- . . . . — n , essendo eguale 
all'unità moltiplicata pel suo coefficiente; l'espressione stessa rimarrà eguale a que- 
sl' ultimo , come volevamo dimostrare. 

Passiamo ora alla risoluzione del problema che ci siamo proposti in principio. 

Problema. Determinare una funzione razionale qualunque delle quantità che con- 
stituiscono un sistema di soluzioni comuni ad n-hl equazioni con n incognite. 

Sia T(\ , 'oe, » • • • '«I») la funzione da determinarsi. Poniamo 

R=/o('«i, '««, ... '««) /oC»!, "«2» ... X) ... /fl e**!. ''««» ••. ^««)» 
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la quale espressione dovrà esaere idenlicamente nulla ; indichiamo con V, la quantità 

R 

che, per i teoremi I e II, sarà eguale a una funzione razionale intera di '«i, 'a^^ ... X, 
con un sol termine di grado mi-Hmi+ ••• +m« — ne tutti gli altri di grado 
inferiore « che rappresenteremo con F,. È evidente che Y, sarà nullo per tutti i va- 
lori di s 9 fuorichè per 5 = 1; quindi 



A. -^ A, 



e per il Teorema III , indicando con K il coefficiente del lermine di più alto grado 
in F, 

Analogamente, indicando con H il coefficiente del lermine di grado mA+nt] -H • • . 
-f- m^ — n f in Y>F ridotto , come abbiamo detto nel Teorema II , e ponendo 
^r«i y "*«» f • • • ""«n) = ^m. I otterremo 

"sr =2/ -Ai; — H. 



Dividendo Tuna per l'altra queste due equazioni » avremo finahnente 

Quando 1* equazioni abbiano più sistemi di soluzioni comuni , non si trova diffi- 
coltà ad estendere i metodi trovati per il caso di un solo. Mi contenterò di accen- 
nare i seguenti teoremi : 

I. La candiùoni necessarie e sufficienti, perchè n^l equazioni abbiano t si- 
stemi di soluzioni comuni, sono espresse daUe equazioni 

^ ^ <iR ^ «TR ^ d'-*R 
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dove K è U primo membro ddl* equasiione finale rwdtante , e 0^, n. ... r» indica 
il coefficiente di x^t x{t . . . x^» in f^, 

II. Uequaxione , che ha per radici i t valori della funtione 



9 = 01^ «,''t . . . «/«, 



dove si prendono succemvamente per gli a i valori che hanno nei t sistemi comuni 
alle n + 1 equazioni , è 



I I Wll A* .m^ I I I ■ M I I ■ I M' 

^0.0... .0 ^1. rt, ...r« w*Iro.-..o 



I— I 



d'K i^ ^ ^^ A 

-f- 1 \ An*-'* ^ — - . . . 2b , I = 0. 

"^4. rj , ... r» »^o.«. ...0 "^1 • ri , ... r» 



Pisa, 26 Novembre 1857. 
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SULLO SVILUPPO DI UN DETEBMIIf ANTE 

NOTA 
DEL PROF. FRANCESCO BRIOSCHI 



Posto per breviià : 

1 1 

si ha faeilmsnte che il determinante t 



^,4 «li • • • • <*«,! «■,! 






è uguale a: 

(1) 
essendo: 



ed il simbolo n(aA, Ot, . . . . o^) indicando il prodotto delle differenze delle quantità 

n(aoa„...a.)«.(a.— aO (a,— a,)...(a.— a.^) (a^— a.) ... (a,— a.). 

Ora supponendo s 

P(«) «X («—a,) (»-~a,) . . . («-aj 
si hanno le relazioni : 

ir (ao 0,,... a.) « (-l)"-^'(a,) F(a,) . . . F(aJ 
dunque si avri anche: 

' ^ ' * ?W ?(«.). .?(aJ..P(«c) P(«,) ..T(iiJ 

Tom. I. m. I. isss. 2 
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dk dk 
Per ottenere gii sviluppi dei determinanti parziali --r— « -?- — osserviamo che : 

jT — =^ ( — ^ )' j *r,l A,.,|-4- . . . -4-<*r,#— 4 A,.,,.^ -f- flr»r+i Ar»r+| "♦"••• "l"<»r,lii Ar^ j 

(3) ^ '" 

essendo A^^i, Ar,t . • .determinanti del 2(n — 1)"^ ordine analoghi all'A. Quindi pel 
valore (1) di quest' ultimo determinante si avrà : 

'•'"* ' fiaò ... r(a^) riardi) ... fM ^*^'' 



nelle quali : 



Ora ponendo : 






N{.) - **<*> 



«—Or 



si ha 



/«K) ... f{a^) /-(«^O ... /-(«O = ^(^)"-ir«^)^^ja^O • • • 1^(a.) 



inoltre : 

n(«4,...«|_4> »<^0-..«#-4> ««4.0-^) '(^(«<) = (— !)'"** n(«4, «,, .. X^j «,-M»-«t«) («<«) 
II(«4,..»#-4> «#+»>— «*-^» «l+l,-«t») '(^(«1) = (—1)' n(«o «,, .. «^, »,+4,.. 05^,) (Ì>S) 

quindi : 

A __ / M\m^ ^ (<»tv «r-4» ttr+iv ««) n(«|, OB,,.** ^é^ 7 ^#4.4»»»» «fa) N*(jgt) 

"^ ' +•« ... ♦•(«^-J *'(«M..) ... ♦"(0.) y{x,y 
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Sostituendo questo valore neOa prima delle (3), osservando essere : 

si ottiene : 



dk 



dccr^ ^ ^ *•(«!)... *'(a^) **{ar^) ... **(aj +(a,) 

ed analogamente : 



dk 

dOr^ 



^ ^^ f (a.) ... *«(a^) 4.*(a^) ... 4^(a.) V*{«r)/«; 

dA dA 
Queste espressioni dei determinanti parziali --r- — , -7- — si ponno trasformare come 



si è fatto superiormente pel determinante A ; infatti osservando che : 

n (a^,... a,^-4f «fv».i>— «J = (—1) ' . F'\al 

*(ai) ♦(0,) ... ♦(aj = (-!)• P(»0 ... P(»^) P(»,^) ... P(«J 
dalle superiori si dedurranno le seguenti : 

<^A ^. P''(a,)P''(a,)..FX) n(a?„ ... a?^, x,^,... a?,,) j>(o,) 

^ ^^ ^( ìV P^'(«i)P''(Oi).>P^'(g«) n(x„...a?^,g,^„...x^) /^(a,) V 
*»r., ^ ^ ^W +(0,) . . ♦(aj • P(«,)...P{«,^)P(«,^.)...P(aj^)VFV)/a, 



Pavia Ottobre 1857. 
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SULLE FUNZIONI ABEUANE COMPLETE DI PEIMA E SECONDA SPEQB. 

BIEHORIA 
DEL PROF. FRANCESCO BRIOSCHI 



1*. Siano a^, a%j ... a^H* ^n-hl numeri reali, differenti fra loro e tali che : 

Posto: 

P(«) a» {x-a,) (»— ai) .. («— a,««4), Q(x) «= A(«— a,) («-a») .. («— c^) («— «to+i) 

R(«)«P(») Q(«). 

essendo A un numero positivo, si denomineranno Ainxioni Abelianè complete di prima 
specie (*) gli integrali definiti : 

Km., «■"«ri TI Z \ -/i>/!.v * 



2 I («-0,^) v^W 






e (ùnxioni Abelianè complete di seconda specie gli : 



*rt* 



2 F{(h^) I («-0,^)' iOii») 



Supponendo inoltre s 



'*r,# 






«1# •«« 

( nelle quali t «s ^17) t e : 

(*) Jaeobi — Da fooctioo. duaram Tariabil. qaadraplioiter periodioii, «te. Giom. di Creila. T. IS. p. 76. 
WeierttraM — Baitrag sur Thaoria dar Aberichan Integrale. Programma aoolait. di Braumbtrg. 1849. 
Zar Theorie der Abal*aohen FttneUoneo. Giomala di Creila T. 47. pag. MS. Giornale di Lioavine. 
Tom. XIX. pag. 969. 
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saranno KV^, LV^ ie fìuniom Abeliane oomplete di prima e leoonda qMoie a mo- 
duli completivi. 

Questi integrali definiti si renderanno determinati ritenendo elle allorquando x è 
compreso (ira o^ ed a^,^ sia : 

in modo che la quantità sotto il segno radicale risulti sempre positiva. 
Provasi facilmente che nel caso di n ■« 1 « cioè delle fùióioni Ellittiche» supposto 
1 



«•— «1 



si hanno let 



*H4 ^' '^ 9 K't,i *■ K' » Li4 «" K -^ E , L'i,! "B E' 
per cui la relttione di Legendret 



EE'-K'CK-E)--^. 



prende la forma: 



2^ Ckmsideriamo dapprima l'integrale multiplo : 



^4^ L|,i . . . K^^i Lj 



'■•i 



Indicando con A il determinante : 



fcw 


^4 • 


^•1 


'- 


K, 


l^.» • 


• ^,» 


u* 


K^ 


h^ . 


'^•.» 


u 


ninai 


Ite: 






«44 


«M • 


• • «M 


«•.1 


• 


«1^ • 

• • * 


• • • • 


<^4 

• 



«Ili» «i,i» • • • ««4» «»Al 



nel quale: 



^•'""«,«0, "^ — (5:^5:)» 
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si avrà; rammentando la convenzione fatta intorno ai segni dei radicali., cbe; 



-2- L L kx P(».) PW - P(« 



R(«m)} 



essendo : 

^_ Q(ai) Q(g») **» Q(a«,-4) 
y- P(a,) F(a.) ... P(a^^) 
Quindi ponendo: 

<f{x) == (»— «i) («—«,) ... (x—x^) 

p = R'(a,) R'(a,) ... R'(a^) 

si avrà pel valore di A trovato nella nota precedente (sullo sviluppo di un deter- 
minante equazione (2) ) : 

A — / %\nP Lr L^ L n(x,,Xty...X^) 

Introduciamo ora le 2 it+l variabili y^, |fi . . . yu^.i legate alle XgjXt* - -x^^ delle 
equazioni : 

^' RK) 

e quindi legate fra loro dalla: 

Questa nota trasformazione (*) conduce alla relazione : 



ite, ite... ite.. n(g„g„...gM) _a'" I dy,dy,.,dy^ 

essendo i limiti per l'integrale multiplo del secondo membro tutti i valori positivi 
delle yoUf^ifu ^^ soddisfano l'equazione (2). Se ora osserviamo essere: 

àyidyi..dyu , \\^(''\ 

y\ y\ •.. y\^ Vf^i ^ ^ \ 2 ; 

ORoflenhain. ìjber dia byperelliptiieben Tranieendeoten. Jaoobi • Matbeniatisehe Werke. Band II». 
pag. 100. 
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si avrà mstituendo che : 



(3) 



=(i-)"- 



3*. Le trasformazioni mediante le quali abbiamo aopra ottenuto il valore del deter- 
minante A valgono anche a determinare quelli dei determinanti parziali : 

dA d^ dà dà 

dKr^* dkr^' dLr^* dlr^ 

Infatti 8i hanno le 



dà 



«.., a 



""J •{R(a^.)...R(a^ R(a^)...R(a^)}cfa..^. dx, ...(temete., ... dx. 



^"-^ ^ ^" ^h^à >» P(^«^) P(aWt) '- P(^) dk ^, ^ ^ ^ 
"2^QJ •IRW.. R(a^) R(Z.)..R(^)} da,,^--^**»-^- -^^ 

»' A f P(a'J ..• P(».>-,) P(»..) ..• P(«..) rfA ^_ j, rf, ^ 






ritenendo sempre le variabili Xi^ x% ... comprese fra ai ed a, , Ot ed a, etc. ; e so- 

dk dk 
stituendo in esse per •;; * -r etc. i loro valori trovati nella nota suddetta 

(equazioni (4)) giungiamo facilmente alle : 

W^\ì{{x,)..R{xu^)K(x^)..K{xu)\\f^^^ 



dK 



Sr-4 



aA - '•'^-" 



dkr,. 



d& 



dLr^ 



"fr— I 

(W-t) 

'~a«--*R'(a^)>v/{R(»O..R(«^)R(«^)..R(«».)J*<''»--'''^'"*'*^'^"*^ 
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nelle quali: 

^ "^^^^ "" SIZ;: — "®^* P'*""* « *•«« » ^ «t-iLL. nella fecondi e quarti. Quii»- 



dì pOftO: 






la rieerea dei valori degli integrali definiti (4) ridtnesi a quella dei due t 

Se sopra questi integrali eseguiamo la prima trasfnrmazione accennata sopra, ponendo: 
ed otserviamo che dalle equasiom : 

»(«.) , *{o.) . ^ì(2!2±l)«a ^/ ^ y.' 

sì deducono le due: 
nelle quali: 
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potremo sugli integrali eoti trasformati operare una seeonda trasformasiooe , della 
quale diede vaij esempj Jaeobi al Capo IV. della sua memoria « De binis quibus- 
libet functionibus bomogeneis seeundi ordinis etc. (*). Perciò daremo qui soltanto i 
risultati dell' integrazione , non presentando essa difficolti dopo le consideraxioni su- 
periori. 

4*. Questi risultati » posti sotto la forma più opportuna per le conseguenxe che vo- 
gliamo dedurne , sono i Mgaenti : 



(5) 



dà 



<1K^ M 



dA 



rrf— I 



-ir)" 



r,*— l» 



dà 

dL.. dL 



dà 



'l-,*-! 



(t)" '-- 



dà 



dA 



r,# 



Wfr,#-.| 



/itv- dà dà /«V"i 



Indichiamo ora con v >1 determinante 



'•^1.1 *^4,4 • • • '•^■,4 *^»|t 
J^l.t *^4,l • • • *^ji,i *^ii,t 

K' I ' K' I ' 



si otterranno facihnente per le (1) le relazioni : 



A, 



dv dà 



dL 



dà 



dv 



d^ 



dK' 



r^i 



«', 



ra 



jz 



dà dv 



r,t 



dv 



r»t 



dv 



r.f 



dL', 



r»* 



dà 

di 



quindi dalle equazioni (3) (5) si dedurranno le 



(«) 



dv 






dv 



dL 



'rM^-4 



(t; ^'^•'-* 



C) Giornale di Creila. Tom. 13. pag. 80. 
Tom. 1. II*. 1. ISM. 
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e siccome alle due penullìme, essendo per le (1) : 

L V' Vf 

si ponno sostituire le : 

si avranno anche le : 

Le equazioni (6) (7) danno orìgine alla seguente : 



ossia : 



^^ (Kr.*I^'r.* — Lr,*K',.^) — -. 



Analogamente si ottengono da quelle equazioni le 



y , ( Kr,# LV^ — Lr^ KV^ ) = ^ 



t 

e daUe (6) (8) la : 



^^ ( o!r,s LV,» Kr^ L'r,* ) ^^ 



r 
1 



Sono queste le n(2n — 1) relazioni fra le funzioni Abeliane complete di prìma e se- 
conda specie , già dimostrate con altri prìncipj dal sig. Weierstrass nel progranuna 
scolastico succitato e dal medesimo riportate nella memoria del T". 47. del giornale 
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di Creile pag. 302. Ora siccome dalla prima , seconda e quarta delle equazioni su- 
periori deducesi facilmente essere : 

evidentemente queste due equazioni terranno luogo delle (7)j le n(2n — 1) relazioni 
suddette si potranno ritenere quali conseguenze delle equazioni (6) (7) (9) , e reci- 
procamente. 

La considerazione di queste ultime equazioni conduce a trovare altre n(2n— 1) 
relazioni , fra le funzioni AbeUane complete « di forma differente dalle superiori del 
sig. Weierstrass. Infatti essendo : 



£.(«- fc - »-^ afe) - » 



le seconde equazioni (7) , (9) danno : 



(10) ;^ ( K,, K'., - K», K',, ) = 



ed analogamente : 



(11) 5^ ( L,^ L'«., - L... L',.. ) = 



olire le qnali si hanno le due : 



2(K,..L'.^-KV..U„) = 



u 



y, ( ^r,M L'r,, — K'r,, Lr,, ) ^• 



Le -^--r — ^relazioni (10) sono di molta importanza essendo fra sole funzioni Abe- 

liane complete di prima specie e le loro completive, come pure le (11) riguardo a 
quelle di seconda specie. 

Pavia Ottobre 1857. 
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SOPRA ALCUNE PROPRIETÀ DELLE FUNZIONI ABELIANE 

MEMORIA 
DEL PROF. PRAIVCESCO BRIOSCHI 



1*. Le n variabili x^y Xi , ... x« fieno legate ad altrettante u^ , u, , ... u^ y 
dalle equazioni : 

^ ' dur ' {X, - a,) y'(«,) ' 
nelle quali : 

le U^, ll„ . . . sono funzioni delle u^ , u, , . . . u^ ; ed indicando con a^ , As > • • • a^^.^ 
2n H- 1 quantità costanti differenti fra loro , e con A una funzione delle medesime 
si ha : 

R(«) == Mx — a^)(x — 0.) . . . (« - Ou^^h 

Posto : 

Mx) = •RÌÌ) , S{x) = (» - aj(« - a,) 

essendo m, « due numeri della serie 1, 2 , . . . 2n+l t trattasi di derivare rispetto 
ad Ur la espressione : 

f 'S(aj,)^(«,) • 

2^. Supponiamo dapprima che i numeri m , s ed r fieno differenti fra loro. Si 
osservi che : 



Ora 
dtt 



/2\ d / à{x,) \ i _d_ /A(a?,) \ à(x,) S[(x,) dx, 

^^^ Au\S{x^) f'{x^)) W^) du, \<f{x,)) f'(x,) S^ dii, • 

.m) = ^(^)^ ^ .(.^) JJL( i )Jfi^...^^( 1 ^ 



ma : 

-7 — I -r-^ I « -r—: . ec. 

dd^ 



/ 1 \ ^ _ì_ 1 
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dunque si avrà : 

<l M('.)\ d /à(x,)\Ax, Mx,) { i ixt . . 1 dx. 



1 /A(».)\ d M(x.)\d». A(£^ 



di»,\^(«,)/ d*, \<f'(«,) /dt», <i^(«,) I «, — *, di», », — «, dt«, 

e per la (1) : 



•AM)/ 1*.- a, d», V?^/ ?'(«.)((*.-' 



• • • 



Sostituendo questa espressione nella (2) si ottiene : 

^ ' U, d«, VS(a!,) M)/ ~ CKT «te. V?*(i7; ' 7^) L(*.) S(«.) ■*■ * 
cisendo 

"^^ " S(x.) ?'(«.) ( («,-ag(*,-a,) ff(xO («.-«.)(«.-<».) ?'(*.) ' 

rd 

L(«) = S(«)(a! — a,). 

La equazione (3) rìducesi facilmente alla tegnente: 

JL <i / A(xJ \ d_ / A'(x ) \ 

U, d«, VS(«.) y(«,)/ da!. VL(«.)<f'V«.); 

od onervando essere : 

S(«) - (« - o,) S'(«) = (o, - ?«)(o, - a.) -{X- a,)' 



alla : 



1 _d_/ A(«j) \ d / A»(a!.) \ , _ w A'(x.) 

U, du, VS(*.) ^K)j =°dx. l,L(«j/(«.); ■+• <"- ''-'^"' "''i?r«"JTO 



''<*^-^x.. 



S'K)/(«.) 

Analogamente ponendo : 
si Otterrebbe la : 
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+ X,, 



e cosi altre n — 2 ; le quali equazioni sommate danno : 



_i_ _d_ • Mx,) _ V _i / ^>>) \ ■ ,. _„ w„ _„ vV ^'(^z) 
U, d«,-t'S{a;,)t'(a;,) ~ Y d«, VL(^/) tW^ ' '''>f'V(x,)f{x, 



) 






Ma: 

V X „ A(a;.) Ajx,) 1 /S(a;.)(a!, - o,) - S(a;.)(x. - a,)\ 

-2" ' ,p'(x.) 9'(a!,) X,-», V K - a.){*. - «.)SK) S(a;,) /"^ *•=••• 

e siccome : 
• S(«,)(a!,-a,)— S(«,)(a!,— a,)=(a;,— «,)}(«r— a-X*»,— a,)— (a!,-o,)(«,-o,){ 

si avrà : 



.*' V(a;.)i.wL L(*.)L(^) S(*.) S(«,) J "^ ** ' 

per cui sostituendo si giungerà alla : 

'*' U. dtt, -f" S(a!,) ^(a;,) f" dx, \h(x,) f(x,)) 

. K - ^K - .., (i, ,^;f- (È, j;^)' . 
Per dclerminare il valore della prima sommatoria del secondo membro, pongasi : 

*'<''> = T(,) 



Hx) ^ d / Jjx,) \ 

?(]^ f ' d«, V* - *') ?>')/ ' 



L(*) 
si ha come è noto : 

T( 

? 

1 

(|uindi eguagliando i coefficienti di — nei due membri risulta : 

• d /T(x,)\ ^ A / A'(a;.) \ _ 
•2.' da;, V(*')/ t" d*AL(*,) ?>/)/ 
e la (4) riducesi alla : 

u:Si;f'S(a;,)?'(a:,) -^"' ""'*"' '1^' L(«,) ?'(«,) / V-?" »<*') 1^(*')/ 
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dalla quale si ha il valore della derivala richiesta. Porremo ora questa relazione sotto 
altra forma in vista delle applicazioni che intendiamo fare di essa alla teorica delle 
funzioni Abeliane. Indichiamo con G(^) il prodotto : 

{x - a„)(x — ttr) 
si avrà : 

1 1/1 1 \ 

L(a;)~a, — a,\G(x) S(x) } 

ed in conseguenza : 

_!_ d ^ A(g..) a^—a Vn A(x,) ^ _^'I_lv ^(^'> 

■*" a, - aA-t" S(x,) /(^,)/ ' 
ed analogamente quando s sia un numero della serie 1, 2, . . . n, si avrà : 

U, dtt, -f' G(x,) <f'(x,) a, — ar [t" S(x,) (?'(«,) -^' G(x,) 9' {x,)\ -f '' S(x,) ^'(.x,) 



a, - «r V-t" G(aj,) 9'(x,); 



la quale sommata colla superiore conduce alla : 

^ ^ U, dM. ^' S(x,) y'(x,) "^ U, dtt, -f ' G(x,) <f'{x,) "*■ -f ' S(aj,) (p'(x,)-^' G{x,) (p'(x,) 

3°. Supponiamo ora r = 5 , e quindi 9 un numero delle serie 1, 2, . . . yi. Ann- 
logamenle alla (4) si avrà : 

nella quale : 

^{x) = (x- a^){x - a,)^ 
Pongasi : 

"<*' S(*) ' 
dalle formole per lo spezzamento delle frazioni si otterrà : 

Mix) _ mas) , ^ d / M(rr,) \ 

(x - a,) ^'(x) (X — a,) (p'(aj i«' dx, \{x — a:,)(x, — a,)<f(Xt)) 

1 

e dal confronto dei coefficienti di — : 

X 
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^'dx, VN(«,)9"(x,)/ ?(Sj ~ (o,-o„) f'ia.) ' 

quindi per r := « ed m differente da r e da s, si avrà : 

(R) i_jLv_i<£') R'(a,) /J, A(g,) Y 

^ ' U, dtt. -f' S(x,) 9'(x,) (o. - o.) 9'(o,) V-T' S(*,) ?'(«<)/ ■ 

Cosi nell'ipotesi di m ^3= « ed r differente la s, ponendo : 

F(x) = {« — ar)(x - a.) 
si otterrà la relazione : 

*' U, du.4'(a!,-o.)Y(*<) (o, - a,)9'(o.) 

, r<. A(x,) _ A A(a;,) l ^ A(a;,) 

Da ultimo se supponesi r as s = m sarà i 

i d A A(a;,) - d / A'({C,) \ /A A(a!,) \' 

V. du. 4" (a, - o.)' <t'(x,) °° -?" ix. \(x,-a.)'<f"{x,)) V ' ' (*' - «-)' t'(«')/ ' 
e siccome ponendo ; 

A « — a, 

si ha : 

V(ag) _ d / \{a.) \ ^ A / y{x,) \ 

{X - a,)' ?•(«) do, \(x - a.) <f\a.)ì "^ f" d<rA{« - «/)(«, - a.Y<i'(x,)} 

1 

e dal confronto dei coefficienl] di — risulta : 

X 

4' dx\(x, - a.Y i'(x,)ì °° doA?'(<».)/ da^A ?'(a.)7 

si otterrà la quarta formola : 

.«. 1 d ^ A(a?,) d / 1 R-(a,)\ /^ A(g,) y 

^^ U, du, ^* (X, - a,f i(x,) ~ "^ daA A 9' (a.)) Vf' (x^ - a.Y i(x,)) ' 

V. Veniamo ora ad applicare le formole (5) (6) (7) (8) alla teorica delle fun- 
zioni Abeliane, Sieno ; 

V(x) = (« — aj(» — a,) ... (x — 0,) , 

Q(«) = k(x — a,+0(« — a„+,) ...(«-- a,,^i) ; 

indicando per brevilà con l^ una quanlità che è eguale a — Q(a«) se m f n , od 
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eguale a + P(a.) se m >» n , denomineremo col Sig. Wcicrstrats (*) fiumane Abe- 
liana la csprcsiione : 

,) 



\/¥ 



e considerando la medesima come funzione delle variabili tt( , Us , . . . u« , la rappre- 
senteremo con p^(Ui , tf, , . . . tt«), più semplicemente con p^. Supponiamo anche: 

dalla (1) si ha : 

2 ^' («, - Gr) à(X,) dtl, "" 



ed integrando : 



2 r'J. (« - o.) 






le funzioni Pi » Pt . . . si potranno quindi ritenere, per quanto ha insegnato Jacobi , 
come funzioni inverse delle trascendenti ultra-ellittiche. Ora pel valore di p^ si ha: 

dx, "^ 2 «, — a« 
per cui le (1) (9) condurranno alle : 

^"' du, F(aj''' 4" S(«,) ^'(oj,) ' du, F(a,)''' -f' G(«,) y'(x,) * 
Da queste equazioni si deducono le seguenti : 

dti^ 

JLv ^(^<) ^ ^ / <>*»08 Pm _ ^ dlogp^dlogf>^ \ ^ A(a?,) ^ 1 d logp^ 
dtt, -r" G(«,) <p'(ir,) U,\dti,dtt, dtt, du, /' -T" G(jj,) <?'(«,) U, dw, 

per le quali la equazione (5) dà : 

(12) dlogp^ ^ dlogp^dlogp, ^ dlogp^ dlogj?^ d log p^ d log p,. 
du^du, du, dUr du^ du, dUr du, 

(*) Le ingegnoM rieerehe del Sig. Weientratt oella teorica delle funzioni Abeliane sono pubbli- 
cate nei Voi. 47 e 63 del giornale del Sig. Creile. Le definizioni e denominazioni superiori sono quelle 
adottate da questo Autore nella seconda delle sue memorie , della quale non è finora pubblicata che 
una parte. Giornale di Creile. Tom. 6S. pag. SlS. 

Tom. 1. NO. 1. isM. 4 



V A(a;,) ^ 1 /dlog p^ d log p, d log pj \ ^ A(a;,) ^ 1 dìogp^ 



26 ANNALI DI MATEMATICA 

Affatto analogamente si otterranno dalla (6) la : 

(13) dlog J>» ^ g d log p„ d log p. / d log p„ Y Q(o,) 

<lw* «I«, dH. V du, / (o.-a„)P(o,) 

e dalle (7) (8) le: 

lik) d log f , ^ d log p, d log p, Q(o,) p; 

^ ' da, du. d«, dtt, (o. - o,) F(o,) p.' 

M5» d'Iogp. / dlogp.y Q(a,) d A 9(«.)\ A *" /'-9Ì£fL\ 

ali'ullima delle quali si può anche dare la seguente forma : 

d'IogP. ^/ d'ogM ', .Q(a.) dlogp 1 d /AQ(a,)\ 
duf V du, ; ^ F(a,) da, ^ A daAP'ia,)/ 

Se ora osserviamo che essendo : 



si ha per « = 1 , 2 , ... n : 

4''-F(a,)x, -a, ' 

cioè che le 0^1 , Xs, . . . a;» sono le radici della equazione dell'ennesimo grado : 

e evidente che la espressione : 

dlogy(a,) ^ 1 ^ 1 ^ ^ 1 

da, a, — a?» «, — «2 «* — a;„ 

sarà una funzione razionale delle jPi » fi ».../>„ . Quindi le equazioni (12) (13) (14) 
(15) dimostrano la interessante proprietà, che le derivate seconde delle funzioni Abe- 
liane Pi 9 />i . . * sono esprimibili mediante le funzioni stesse e le loro derivate prime. 
5.^ Questa proprietà è già nota pel caso delle funzioni Ellittiche. Supponendo 
n == 1 la (10) dà : 

" dy 






posto : 



Ctf Al » F .r ^^ ^^ ^^ ^^ 
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ed ai'<,ai<^ai. Le pi , p^, pt sono quindi le funzioni Ellittiche snw, cntt, dnw. 
Se nella (13) facciamo «==1, m=2,3 si hanno le due equazioni : 



diog.cntt dlog.cnu d log.snu ^ /d log.cntfy 

dt? dtt du ""\ dtt / 



-hi 



diog.cntt _ d log.dntt d log.snu __ / d log.dntty ^, 
dt? dtt dtt 



(d log.dnttV 
dtt ; 

e siccome dalle (11) si hanno le : 

d log.sntt cntt.dntt d log.cn tt sntt.dntt d log.dntt fc^sntt cnu 

diu sntt * dtt cntt ' dtt dnw 

le equazioni superiori si ridurranno alle note : 

diog.cntt ,, , k* diog.dntt , k^ 

— ^-5 — = — fc*cn*tt 5— , — jT — = — dntt 4- -r-j- 

dtt cn*tt dtt dn'tt 

nelle quali k* = ì — ìf. Da ultimo essendo : 

d log y(a,) ^ 1 

dai (ai — a,)*sn*tt * 

la (15) dà : 

dtt sn'tt 

formola pure conosciuta. 

6.° Oltre la serie delle 2n + 1 funzioni Abeliane pi^ pi « • • • Pu+i « ch^ deno- 
mineremo funzioni AbéUane ad indice unico , e \e quali , come si è veduto sopra 
corrispondono alle tre funzioni Ellittiche; il Sig. Weierstrass, nella memoria citala , 
considera una seconda serie di funzioni Abeliane deHnite dalla equazione : 

(16) /»-..=;>... =P-P4-{x.-a,)T-a,)m ' 

essendo m, /x due qualsivogliano fra ì numeri 1, 2 , . . . 2n+l ; ma differenti fra 
loro. Queste funzioni, a due indici , non differiscono che di una costante da quelle 
ad un indice pel caso delle funzioni Ellittiche, giacché si hanno le : 

Pt Pi Pi 

«i — «i »j — o£ a, — ai 

e pel caso delle trascendenti Ultra-ellittiche di prima specie sono le dieci funzioni già 
considerate dal Rosenhain (*), le quali insieme alle cinque p^ , p, , p, , p^, p^ co- 

(*) Mémoire sur les fonctions de deux variables et a quatre pérìodes etc. Recueil des Savanto étran- 
gery. T. XI. pag. 43S. 
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slituiscono il sislema completo delle funzioni che si presentano nello studio di quelle 
trascendenti come le tre snu , cnu , dnu in quelle delle trascendenti Ellittiche. 

Osserviamo che allorquando m o [i sicno ^ n , le funzioni Abeliane a doppio in- 
dice si ponno esprimere in funzione di quelle ad indice unico, e delle loro derivate 

rispetto agli argomenti u^ , u^ Infatti indicando con r un numero della serie 

1, 2 , . . . n , e rammentando essere : 



si avrà 



^ ^ r' («I - aj(«i - «r) ?'(«/) U, du. 



Supponiamo ora che r sia un numero della serie 1, 2, ... n differente da m e da fi; 
le equazioni (16) (18) danno : 

éu; - V((ir) ^'^''"' \Pn. ■*" pj "^ ^"^ '^^ du. ^' (X, - a^)(x, - a,) i(x,) ' 
ossia per l'una o l'altra delle equazioni dalla somma delle quali si è dedotta la (5) 
si ha : 

riducendo, osservando che pel valore (16) di p^,^ si ha la equazione identica : 

K — O Prpm,!, H- («r — «/e) P«|>/».r "H (O- — CL^j P^Pm^r = 

ottiensi la : 

(19) 5£=l/i=:=^p P ; 

^^^^ du, F(a,)'^"''-^^"" 

ed analogamente avremo in causa della (6) : 

(20) dj?„., ^ pn^r àpr 1 p^ . 

ma la derivata y-^ può esprimersi razionalmente per mezzo di funzioni Abeliane 

ad indice unico e doppio, dunque la stessa proprietà verificasi per le derivate prime 
delle funzioni Abeliane a due indici. Notiamo che dalle equazioni (17) (19) si de- 
ducono le due singolari relazioni : 

Q(a,)d|>;^Q(a,)dpf 

V'iar) dtt, V(c^.) dtt, 

Q(ar) Aplr _ QM àpi, 
V'ia,) dtt, V(a.) dtt, 
la prima delle quali è dovuU ai Sig. Weierstrass. 
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7**. Nella seconda delle memorie citate (*) il Sig. Weierstrass ha dimostrato esi- 
stere fra le due serie suddette di funzioni Abeliane quattro specie di relazioni alge- 
briche. Indicando con titt , m„ . . . m., ti qualsivogliano fra i numeri 1)2,. . . 2ti-f-l, 
ma differenti fra loro e con S{x) la espressione : 

queste relazioni sono le seguenti : 

SK) ^'^ (J;-(a^-a,)S'(a,) 

(21) { 

W5 ^'"^ l^a^ - fl,)S(a^) '^éi^ (a, ^ aj S'(0 

§W '• ''••' ~ *- (0, - a.)S'(a«) 

nelle quali le /x , v sono due numeri differenti da mi , mt ; . . . m«. Si trovano fa- 
cilmente due altre specie di relazioni indipendenti dalle superiori, le quali completano 
il sistema delle reUmoni quadratidie che sussistono fra le due prime serie di funzioni 
Abeliane. Esse sono : 



"•« 



*- S'(aJ ^ ^''^''• 
(22) ; 

«;- (ax - a„) S'(a^) ^ S(aJ '^•'''^•'' 
Per queste ultime si ottengono dalla (19) le due seguenti : 

(23) ?,^=Ap.p, . §,-4_fe=-p.,p,,. 

8*. Si indichino con q^ , g^,^ due serie di funzioni Abeliane della specie delle 
superiori, gli argomenti delle quali sieno V| , v, , . . . v^; e con t^t !«./« altre due 
serie di cui gli argomenti sieno i binomj : 

tti -h Vi = Wi , tf, -h Vi «= «r, ,....«. -h V» «» 1&«* 
O Giomak àtH Sig. CnUa. Voi. SS. pi«. Sia. 



da?; 
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Sieno F(x) , f{x) due polinomj dei gradi n, n — 1 

F(x) = a:" -h 0^05""* -f- . . . -H c„ 

f{x) = bf^^ -t- ò^x""^ -4- ... -4- ft^_^ 
e pongasi : 

(24) r(x) F{x) - f(x) Q{x) = ^(x) m 7{x) 

essendo come sopra : 

?(*) = (op •— a?4)(a? — a?,) . . . (« — a?,) 

e : 

^(a?) = (a; — y,)(« -- y,) . . . (» — j„) 

y(a;) = (aj — «4){aj - x,) ... (a? — «.); 
si avrà pel leorema di Abel : 

?' I (a?-c,)A(a:)^*"'"?' I (a? - a,) A(«)^==?' 1 (x - e,) A(a:) 

1/^, t/a, 1/ a, 

per cui facendo analogamente alla (10) : 

a 4" I (« - a,] 

jLv ri_i:(fL_dx = 

2 ^' ; (« - o,) A(a!)^ 
quindi dividendo un membro e l'altro per (x, — ajj ^'{x,)^ si otterrà per la (17): 

^iU,^M^^ Xgr) 1 dlOgp^ . 

9(0 r'P(a.)U, dtt, ' 
ma ; 



) 
) Mx) 



SI avrà : 



= Wr- 



Ora dalla (24) si ha 



ossia ; 
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e per la (34) : 

dunque : 

Afifatto analogamente si otterrà : 

quindi sottraendo si giungerà alla : 

Dunque le funzioni Abeliane <& > It « . . . !« si ponno esprimere razionalmente in fun- 
zione delle Pi9 Pij ' ' ' tqit qty ' ^e delle loro derivate prime. Si può dare a quest'ul- 
tima equazione due altre forme distinguendo i due casi di m^n e di m > n; e si 
avrà : 

(26) perm.n ^^ (p. - gj = ^^^^ I, ^p,_- g,_j 

' Ola) 

(27) per m > n p^ - gj = Srpjjr ^ (Pr g- 9-Hr - Qrpm pm.r) , 

come facilmente deducesi da relazioni anteriori. 
Dalla equazione (24) si ha inoltre 

«r*^ (X, — a^^r) V («n+r) 

quindi dividendo per (x, •— a^) (p'(x^) , e sonunando ottiensi per la (16) : 

/(0^y F(a,^,) 1 
9(0^) ^^(?(a^.)p-p,+/""**'" 
ma per la stessa (24) : 

F(a,^^) = P(a^^.r) Pn^r g«+r ^+r > 

e supponendo m^ni 
quindi sostituendo si avrà : 

qm*m "'Zar CVln \ '*"'" *"'**'' ^'"»'»+'" 

ed analogamente : 
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Da queste equazioni si deduce la seguente: 

ed anche per la (26) la : 

per le quali la proprietà delle l^ , l, , . . . ,1^. osservata superiormente, vedesi aver 
luogo anche per le t^^^ , ^+, , . . . tu+i- 
Pel caso di n=»l la (26) dà : (%.' V) 

PÌ-ql^ ti\Pi ^- qi ^)= hiPiqtqt - qtPtPt) 

ossia : 

sn'tt — sn*r 

so(tt -f- v) » T 3 — . 

' snu cnv dnv — snv cnu dn« 

Dalla (28) si ha : 

hiqtPi pt — ptqi qi) — ^(gi Pi Pt — pt qi gi)«=o 

e dalla (29) : 

od essendo per la prima delle (21) : 

/>J = i— pj, /)J«=1— *•/); sarà: ttPtqt-lfttPtq%^1^ 
e quindi : 

Pi^f^s — ^iPifi ' * Pig*gs — 9iP»Pi 

formole note. 

' E evidènte che indicando con t\ le funzioni Aheliane ad un indice, di cui gli ar- 
gomenti sono tt| — Vii «a— ti}, . . . , tt, — ti», si avrà analogamente alla (26) : 

ed in conseguenza le due : 

(31) ; 

e òbfii per le altre (27) (28) ec. Quindi anche le funzioni Aheliane a doppio indice 
t^l, saranno esprimibili razionalmente per le />, q. 

Pavia. Novembre 1857. (Cotiliittia), 
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SOPRA UNA COSTRUZIONE DEL TEOREBIA DI ABEL. 

NOTA 
DEL PROF. ANGELO GENOGCHI 



l. Si ponga 
(1) t^^a-^aj-h ... -haX > r^^b-hbj -h ... ■+- bjTj T,=c4-C4f-|- ... -+- c„r, 
e si consideri la curva, la cui equazione risulta dall'eliminare I fra le due 

(2) « = ^, y = -^- 

T T 

Le intersecazioni reali o ideali di questa curva con una retta 

(3) A -4- Bx 4- Cy = 
saranno date dall'equazione 

(4) At 4- Bt^ 4- Ct,=0, 
ossia 

Aa 4- Bò 4- Ce 4- (Aoj -H Bòi 4- Ce,)! 4- (Aa, 4- Bò, 4- Cc,)i» 

4- ... 4- (Aa, 4- Bò, 4- Cc.)l*=0 

che ha n radici, onde la indicata curva sarà dell'ordine n. Siano fc > ft » • • • « Pm 
le radici dell'equazione (4), e s^ , S| , S| , . . . , 5^. le somme di tali radici, dei loro 
prodotti a due a due, a tre a tre, . . . infine il prodotto di tutte: avremo 

A(a^ 4- «itt.) 4- B(ò.^ 4- «A) ■+- C{c^ 4- «iC.)=0 , 

A(a^, — «A) -4- B(6^ - «A) -4- C(c^ ~ »,c,)=0 , 

(5j / A(a^ 4- 5a) 4- B(ò,^ 4- «A) -H C(c._, 4- «.cj=0 , 



A(a =fc s.a.) 4- B(ft :±: »A) -H C(c =fc «,cj =0 , 
Nel caso di n=2 , queste equazioni si riducono alle prime due e valgono a de- 
terminare i rapporti tra A, B, C; se n è >• 2, dopo aver determinati gli stessi rap- 
porti, resteranno altre equazioni di condizione fra i coefficienti a^byCtag^ ^t , c^ , ... 
e le radici pi , p, , . ../),. 

Ciò posto, se la retta (3) prende un'altra posizione prossima alla prima, e siano 
af ì/ \e coordinate del punto di concorso delle due posizioni, si avrà 

A 4- Baf 4- Cjf'^O , dA 4- «'dB 4- y'dC=0 , 
Tom. 1. N«. 1. 18M. 5 
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onde : 

, AdC — CdA AdB-~BdA 

<^> ^"" BdC ~ CdB ' ^~BdC-CdB' 

Continuando a moversi quella rella descrìverà una certa linea a cui le successive sue 
posizioni saranno tangenti , e i valori ài x' % if apparterranno ad uno dei punti di 
contatto, mentre le coordinate (2) appartengono ad uno dei punti d'intersecazione della 
tangente con la curva proposta; quindi chiamando T la lunghezza della tangente com- 
presa tra questi due punti (2) e (6), dovrà essere 

, /^L a. AdC-rCdAY . (t^ __ AdB-^BdAV 
Vt "^BdC-CdBJ"^V^ BdC-CdBJ ' 

ovvero, a causa della (4) 

(7) TV(BdC— CdB)«=(B' -H C*)(TdA -h r.dB -h T,dC)'. 

II. Se si pone 

At -H Br. 4- Cr, = (p(l) , i(t) =M , 

differenziando l'equazione (4) si ottiene 

TdA H- TjdB 4- T,dC = — Adr — Bdr, — Cdr, = — <p'(l)dl , 
e quindi sostituendo nella (7) si trova 

^ = — B^G - CdB J_ 

^ ^ tT - v/^^ix* i(t) ' 

Ora 

(p(l)=(Ao. -H Bò. 4-CcJ(J-|>0(l-p,) . . . (t-p,) ; 

e se si rappresenta con x(^) una funzione intera di t del grado n— 1 , e con k il 
coefficiente di t"*"^ in questa funzione, si avrà per un teorema noto 

V XW _ k 

Zji(t) Aa„-HBò„-HCc, ' 

stendendo la somma J] a tutti i valori t=f^ , p^ , . . . p, : dunque attribuendo que- 
sto significato al segno 2, avremo pure 

xWdt k BdC — Cdb 



(.) sf?^- 



Aa, 4- Bò. + Ce. ^B*H-C* * 

dove si potranno mettere in luogo di A, B, C i valori loro proporzionali espressi 
per 5| e s,. 

Supposto ^=0 , cosicché x(0 sia una funzione del grado n— 2 solUnto , si ha 
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una formoia di Jacobi che sembra averla trovata per una via assai più lunga e che 
sopra di essa ha fondata una costruzione del teorema di Abel (V. Jacobi, Opusc» 
mathem. Voi. I, pag. 361). 

Si avrà una equazione simile immaginando un'altra tangente alla seconda curva, 
e se ne dedurrà 

'*"' jLJ r.T- *j Aa, 4- B6. + Ce. ^^I^ 

integrando fra due limiti che si supporranno corrispondere alle intersecazioni della 
prima curva con le due tangenti della seconda. Nel caso di a^=0, si potrà eseguire 
l'integrazione indicata nel secondo membro che diverrà 

«, I Al , B V^l-hv'— 1 

2k I rrr 7^ tt» , faltO -7^ =» , = %. 



^S'. 



2M4-c„(l-z*)' C ' 1; 

III. Sia n=2, e dato il polinomio 

^(t)=ai^ -t- pi* -i- yf* -f- at -j- e , 

cerchiamo quale debba essere la seconda curva afBnchè le radici p^ , p^ soddisfac- 
ciano all'equazione differenziale 

(11) <*Pi _ ^Pt 

Le equazioni (2) sciolte rispetto a t e f daranno valori della forma 

dove G, H, K indicano tre funzioni lineali di a; e y, e se ne dedurrà 

(12) GK - IP = 

che dovrà convenire coll'equazione della prima curva. Inoltre l'equazione 

fSit 4- «,=0 diverrà G 4- H54 -t- K«,=0 

che rappresenterà la retta tirata pei punti corrispondenti alle due radici t=Pi , t=pi , 
e quindi la corda della prima curva tangente alla seconda , sicché dovrà convenire 
con la (3), La tangente consecutiva avrà per equazione 

Eési -H Kd5,==0 , ossia (H •+■ Kpi)dp^ 4- (H 4- Kpi)dp,=0 

perchè 

«i=jPi 4- Pi , *j=Pi Pi , 

e 9 motivo della (11) questa diverrà 

(H 4- KpJV^HpO 4- (H H- Kp4)vAMpr)=0. 
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Ma dall'integrale nolo della (11) si ha 

v'Jhpì) -♦- v^JRS) = {pi-ptW^ ■+• p«i ■+- «»; , 

ove 6) è una costante arbitraria: cavando da queste due equazioni le espressioni di 
poscia rimettendo i valori di ^{pi) e 4'(Ps)» ^ riducendo si otterrà 

«sj — {y--«)s, -h « = -^ (w -H |3sj -f. «sj) , 

ossia, a causa di G + H^^ -h Kss:=sO , 

8^[2Ga — HP -f- K{y - «)] = — G^ -f. 2Ha> — Ka , 
s,[2G« — H/3 -f. K{7 — «)] = G(y — «) — H(J -H 2Kf , 

e infine da queste ultime tre si avrà l'equazione della seconda curva 

(13) G*« -h BPo) -h K*« = GHP H- GK(« — y) H- HK^J. 

Cosi le due sezioni coniche (12) e (13) potranno servire ad una costruzione della 
proprietà espressa dall'equazione (11), cioè dell'addizione delle funzioni ellittiche. 

In essa è compresa quella che il valente geometra Signor Trudi espose nel 1853 
{RendicorUi deU'Accad. di NapoUy aprile 1853, pag. 66), e che si ottiene prendendo 

Tj = 2r , T, = 2rf , t = I* — m , 
e perciò 

G==2r + mx, H = y, K = «. 

L'equazione (12) riduce la (13) alla seguente 

(14) G*« -h P. = GHP - GKy -f- HKa , 

che più non contiene 1' arbitraria a» : dunque le infinite curve di secondo grado che 
pei diversi valori di u sono rappresentate dall'equazione (13), passano tutte per quattro 
punti determinati dalle due equazioni (12) e (14) , e hanno comuni con la prima 
curva (12) le medesime seganti reali o ideali. Questo teorema fu avvertito dal Signor 
Trudi nel caso speciale da lui considerato. 

G H 

Di più , avendosi per tutti i punti della prima curva 1* = — , ^ss — zr , e 

qumdi 

G' = KV, GH=-KV, GK = KV, HK«-K*<, 

pei medesimi punti l'equazione (14) si trasformerà in 

«l*-he=— 13|" — yl*— a» , ossia 4»(l) = : 
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dunque i quattro valori di f corrispondenti ai punti comuni sono dati dall'equasione 
di quarto grado ^{t)==^0 che si forma uguagliando a lero il polinomio sottoposto al 
radicale nel dato integrale ellittico : altra proprietà la quale ignoro se sia stata notata 
dal Signor Trudi. 

Se invece di cercare la curva (13)» si suppone che sia data» conducendole una 
tangente si potrà calcolare la sua parte T compresa tra il punto di contatto e la 
curva (12), e sostituendo questo valore nell' equazione (9) dove si farà x(0 "^^ ^ » 
k=Ot si giungerà all'equazione (11). Cosi nel teorema generale espresso dall'equa- 
zione (9) è compresa anche la costruzione che sì effettua per mezzo delle curve 
(12) e (13). 

IV. Tale appunto è la via tenuta da Jacobi nel caso generale. Mettendoci sulle 
sue tracce prenderemo per seconda curva il circolo 

(15) a^ -h ^ = 1 : 
la distanza del suo centro dal punto (2) sarà 

onde 

(16) t.T = V^tJ ■+. tJ - t*. 

Inoltre chiameremo /[t) una data funzione intera del grado 2m, e supporremo che 
Y(0> U» r» rappresentino tre altre quali si vogliano funzioni intere di f ordinatamente 
de'gradi m-^l, n—my n; poscia determineremo r, e r, in modo che abbiasi 

(17) Tj-U*/l)=t'-tì . 
e porremo 

x(i)=uy(0. 

Facendo queste sostituzioni nella (10), e intendendo che i limiti degl'integrali corri- 
spondano alle intersecazioni della prima curva con le due tangenti del circolo (15) 
parallele all'asse delle x^ otterremo 

(iÈ\ V P'W^* k f ^ BdC >-CdB 

ove i limiti degli n integrali del primo membro saranno i valori di t che rendono 
nulli i membri dell'equazione (17) , poiché pei punti di conUtto delle indicate tan- 
genti si avrà y = ±: 1, e quindi tJ = t^. 

Di più le coordinate del punto di contatto di qualsivoglia tangente del circolo 
(15) si possono rappresentare con x=eo6,9 y y=x:8en.0, onde la medesima tangente 
avrà per equazione 

X COS.0 + y aen.9 == 1 , 
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che paragonata con la (3) darà 

A=l , B=— C0S.5 , C=-~8cn.© . 
Quindi la formola (4) diverrà 

(19) T=TjCOS.© 4- T^en.d; 

e corrispondendo 9=^ ±: i^ ai limili y= ±: 1, la (18) diverrà 

(20) y fii^' = -k r ^ 

y. Suppongasi per esempio tit=n, 11:^1, e si prenda successivamente Y(f)=l, 
t , ^, . . . <"■"* : pei primi n — 1 valori di ^(t) si avrà k=0 , per 1* ultimo si avrà 
k=ì; inoltre dalla (17) si avrà 

(21) /(t)^rl 4- tJ-T». 

Dal che si conchiude, che se t, t^ , t, , f{t) sono funzioni di t espresse dalle for- 
molo (1) e (21), il sistema d'equazioni differenziali iperellittiche rappresentato dall'e- 
quazione 

in cui si deve fare successivamente é=0, 1, 2, . . . n— 2, s' integrerà in modo eom- 
pleto esprimendo che p^ , p, , . . . p^ sono le radici dell'equazione (19) dove B denota un 
angolo variabile, e che si suppone sciolta rispetto a t. Questo teorema è di Jacobi ( he. 
cU. pag. 389-390). 

Si avrà poi nel medesimo caso anche l'equazione 



(23) Én^+S^+ 4- Ci." <"' 

^M) V^ '" )//lp.) a,-6,co«.9-c.sen.e • 

il cui secondo membro s'integrerà facilmente ponendo 

ìt 1 — «* 

sen.fl = j-j^.cos.fl=j^. 

Fra le variabili Pn Ptf • • • p» risulteranno le n equazioni (5), in cui 

A=l, B=--cos,e, C=— sen.e, 

ed eliminato l'angolo d, ne resteranno n — 1 che saranno gì* integrali domandati. Ora 
le prime due somministrano 

. Q . R 

cos.e = -^ , sen.©= -p- , 
se con P, Q, R denotiamo tre funzioni lineali di 8^ e s^; talché si avrà identica- 
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mente 

».(o.P-6,Q-c.R)^ o._P + 6^.Q -H c^R . 

ed essendo il secondo membro una funzione lineale, sarà tale anche il primo, e cosi 

o.P — b,Q — c,R si ridurrà ad una quantità indipendente da », e «,. Se ne trarrà poi 

generalmente 

_ _^ OjP-ftjQ-cJR 

*"-' ~ ~ a.P-i.Q-c.R ' 

e quindi «„_< sarà funzione lineale di «i e s, : avendosi di più P*=Q* H- R* e(|ua- 
zionc di secondo grado tra s^ e s^ ne segue un altro teorema di Jacobi , cioè che 
gl'integrali del sistema (22) sono dati da un'equazione di secondo grado tra s^ e 5, , 
e da n — 2 altre equazioni che esprimono in funzioni lineali di s^ e s, le altre quan- 
tità f I 9 ^4 > * * * *ii * 

VI. Per determinare t , t^ , r, in modo che sia soddisfatta l'equazione (17) si 

può seguire una via indicata da Jacobi. Con la formola d'interpolazione di Lagrange 

si determinerà una funzione intera r^ del grado n , che per n+1 valori di t presi 

ad arbitrio, !=«, a^, a, , . . . «^ , assuma gli stessi valori della funzione irrazionale 

I5^j{t) : allora annullandosi tJ — li*Jlt) per questi n -j- 1 valori di t sarà divisibile 

pel prodotto (t — a)(t — aj . . . (I — «„), e chiamato 8 il quoziente , h una costante, si 

potrà prendere 

1 

(24) T4-T,=fc(«~«4)(|-a,) ... (e-«J , T-T,= -^ (t-cc)e , 

il che soddisfarà alla (17), e darà le espressioni di r e r,. 

S'introducono cosi nH-2 costanti h, a, «i , a, , . . . a^ : ma eliminando fra le 
equazioni (5) si ottiene un'equazione di secondo grado tra s^ e s, che non porta più 
di 5 costanti, e restano n — 2 equazioni lineali che non ne portano più di 3 per cia> 
scuna, onde si hanno 5 + 3(n — 2)=3n'— 1 costanti, da cui sottratte le 2n costanti 
che entrano nel polinomio l?/[t) del grado 2n, rimangono n — 1 costanti arbitrarie, 
quante appunto ne debbono contenere gl'integrali completi del sistema (22). 

Se f[t) è di un grado 2m <C 2n , i coefficienti arbitrari di U entreranno nelle 
equazioni (5), e preso l'un d'essi =1, il numero dei rimanenti sarà n — m, sicché 
eliminati questi ed eliminato 0, resteranno soltanto m — 1 equazioni con n — 1 — (n — m) 
ossia m — 1 costanti arbitrarie. S'integreranno cosi le m — 1 equazioni rappresentate 
dalla (22), in cui i prenderà i valori 0, 1, 2, . . .m — 2, risguardandole come con- 
tenenti m variabili , talché le rimanenti n — m variabili s' intendono essere determi- 
nate da altre condizioni date. 

Fatto 0= — — l'equazione (19) darà t4-t,=0 , onde per la (24) le n radici 

saranno p^=el^ , Pt=o^ » • • • Pn=^n > ^ cosi dalla (22) si dedurrà integt*ando 



<f{p,)'l-p,' 
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(25) r^+ r^-H...4- r^=o. 

sislema d'equazioni trascendenti equivalente al sistema d'integrali algebrici. 

Nel caso di n=2 si trarrà dall'equazione (23) la forinola di addizione per le 
funzioni ellittiche di seconda specie. 

VII. Riprese le funzioni <p e x dell'art. Il, e stendendo il segno £ ^ ^^^^^ ^ ^^^ 
lori tasi, 2, . . . n, abbiamo per un noto teorema 

xW 
?W 

da cui per la formola (8), facendo TT=Y(t), ricaviamo 
e quindi 

Considerando un circolo (15) come dianzi e ponendo x(f)<s=UV(t), se ne dedurrà 

^^""^ Z/(< - ^)V^/{P/) ^^ V t~T,cos.e- T^n.© ' 

formola dell'addizione per le funzioni ellittiche di terza specie. 

Svolgendo i due membri per le potenze discendenti di I, e paragonando i termini 
che conterranno le medesime potenze di questa indeterminata, si otterranno le formole 
di addizione per le funzioni iperellittiche di seconda specie. 

22 

Se si fa sen.e = • , si avrà 

I4-? 

/ dg ^ C U% 

T—TjCOS.© — T,sen«9 J (r-f- Ti)«*— 2t,z 4- t— t^ ' 

ed eseguendo questa integrazione si potrà per mezzo dell'equazione (17) ridurre l'in- 
tegrale alla forma 

1_ W. / (t+r.)»-T.-m^ \ 



_l_i„„ / (t4-t.)«-t.- \i\lAt) \ 



Queste formole comprendono quelle che Jacobi espone nel citato YoL I pag. 281-286 
e che si riferiscono al caso particolare di 

n=2m-.l, f(t)^t'^g,f'^gif'^...-^gu^f^, y(i)«=l. (•) 



(') La presente Nota fa composta nel 1S54 , e un .cenno del suo contenuto fti pubblicato nel gior- 
nale ebdomadario torinese KkoUta delle Univertità e dut Collegi , 3 novembre 1864, pag. 846-847. 
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RIVISTA BIBLIOGRAFICA 



SULLO SVILUPPO DELLE FUNZIONI JAGOBIANE SECONDO LE POTENZE 

ASCENDENTI DELL* ABGOBIENTO. 



Tb«orie d«r Abel' when Fanetioneii. Gionale di Creile. Tom. <3. peg. S66. 
^ACOK. Dantellang der eUiptisehen ete. idem Tom. M. peg. 83. 



Indicando, come d'oi^inarìo» con snti, cnu, dnti le tre funzioni ellittielie, con k 
il modulo per le medesime, con k il suo complemento, si ha, come è noto, la for- 
mola (*): 

jj^éu t f" « j . snti.cnu 

Per essa ottiensi facilmente : 

— I cn'u.( 
Jt 

quindi ponendo : 

I dtf I dtf sn'tf ss 9(tf) 
si ha : 

j^ W ^2jfe pu Tdu sn'u.cn«ti4-* fdu fd^ j-^^ Tcn'u.dtt 



U^ ' ., « k — -j — I cn'tf .dtf 4- a* sn^i.cn'ti 



ossia : 






^d^ ^ ^1 p^ r ''du(2sn«u.cn"u— cn*ti) -+- -U fcn^tt-du) ) . 
2*» Pdu rdtt(2sn"u.cn*u -cn*u) = ^Cj- ti*— 2(p(«) j— sn*» 



C) Gndermann. Tlieorie der Modalar-Funetioneii. Gionale di CreUe. Tom. IS. pig. 3&o. 
Tom. 1. N«. 1. issa. ^ 
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dunque : 

od essendo cn*tt=.l — sn'u, si »yrk : 



(1) d-^ _ ft-(!!i^y ^-It'u i!^ + 4J^,(«) - «« + 2tó- 



d* """• 

Jacobi alla pag. 145 dei Fundamenta Nova definisce 6(tt) per mezio dell'equazione: 



e,.,_^!!ì.''"('-K)-''"" 



essendo K, E le funzioni complete di prima e seconda specie. 
Ora ponendo : 

si ha : 

10g.$(tf) = -- Ac*(p(t«) 

e l'equazione (1) darà : 

dlog.* . /dlog.^V . oM-.d*og.*. ^, . ow^^'og* 



/djog£Y 

V dii ; 



4. 2ifi« ^1.^^ -I- Jt*!»* -I- 2JkJfc^ ^l.^??-! = 



dti» ^ \ dii / ^ dM ^ ^ dJk 

oppure : 

d'$ d$ d$ 

(2) ll.^2iftt^-+-it'tt'*-4-2iUfc^^=0. 

' dtf dtf Ak 

Ora supponendo la funzione 9{u) sviluppabile secondo le potenze ascendenti dell'ar- 
gomento, si avrà evidentemente : 

$(ti) = 1-1- AiM* -+- AjM* -I- A,M* ■+• A,ti* -4- . . . . 

e dalla equazione (2) si otterranno le : 

dA 
A,=0 , 3.4.A, -h &*=0 , 5.6.A, -h 2.4/fc*A,H- 2fe Jt^ ^ = . . . 

dA 
2r(2r~l)A, 4- 4{r-l)*»A^ -+- *»A^,-f. 2Jk *^ 5^= 0. 

col mezzo delle quali si hanno i valori dei coefficienti A, , A, . . . . 

Questi coefficienti coincidono con quelli che Jacobi indica con r^' nella memoria 
citata, e la funzione ^(ti) non è che la A/(tf) del Sig. Weierstrass. 

Pavia. Dicembre 1857. 

F. Brioschi 
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INTORNO AD UN TEOREMA 
DEL SIGNOR RORCHARDT 

Monatsbericht der Akademie %u BerUn. JwU. 1857. 



Sieno Xij Xfy...x^ le radici dell'equazione : 

J{x) = «* -h aiacf"^ ■+• a,x"~* h- . . . 
Indicando con A, P i determinanti : 
«" oT"* ... X 1 



4- o, = 0. 






*» ^ •••*«* 



. . Xi 1 

• . X^ j^ 



Xi *! ... X^ A 



X% *Cf ... d?|| 1 






dA 
dx» 



si ha come è noto : 

Si moltiplichino i termini della funzione del secondo membro pel determinante : 
ponendolo, nelFeseguire la moltiplicazione col numeratore, sotta la forma : 



1 


. 


. . 





«l.l «1.1 • 


• • ««.1 





«1.1 «1.» • 


• • ««.J 





«1.» «1,« • 


• • «1..» 



Suppongasi : 
essendo A^ » A) . 



♦K»^-*) -r'^*^-*» -.IC-I) 
ff L.A 5 L.A ^2 

. . coefficienti indeterminati; e : 



"T" ... "T" Al 



r— i 



/(«-) 



(1) 



*.r-,_. = Or,i a?-' -4- o,,, a?— +.,.-)- 



«r.. «: 
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si avranno evidentemente le t, => 1 , t_, = (_t = . . . =: , per cui : 



attendo 



se" 
ti 1 



/^')-i 



ar^ . . . X ì 

...00 
fi ... 






Ora per l'equasione (1) saranno le fi , It . . . legate fra loro dalle : 

li -h tti = 

li -f- tti f , 4- o, f i -«- Oi = 
fta-4 -h ttifte-» H- . . -f- a, f ^ = , 

ed inoltre ponendo : 



.) 



si avranno le : 

f 1» == Si» 4- Ai Sfc»«j -h A, S»»_| -h . . . -h A.» S, 

fftiH-i *= StoM-i "*■ ^ Sfc»-* "♦" ^ StB^_t H- . . . -4- A^ Si , 
Si indichi con s,. la somma delle potenze r"^ delle radici ««,«,,. . 
hannOy come è noto» le relazioni : 

rSr ^=^ *4 S,,.^ «4- Ss b,wji -f- • . • «4- s^ Si 
per le quali, soppooendo che le Ai , At . . . soddisfino le equazioni : 

Ss + 2Ai«> 
»* -*- Ai s, -h 4A, = 
a, •+• Ai S4 + A,s, 4- 6A, =: 



«.; SI 



si otterranno le segaenti : 

Smia» == Si tfm^ -f- S, ffc^ -4- , . . -f- 

(2m 4- ì)ttm^ = «4 ^ •+• «• <*i^ -f- h Sfc^ ^ 

Abbiamo cosi il segaente teorema dovuto al Sig. Bordiardt : 

Se le radici «4 » d^ » • • • » a;, della equazione /[x)=0 sono disuguali fra lort>, 
i coefficienti 04 » Os » . . . » a,, della medesima» e quindi tutte le funzioni simmetrìdie 
di quelle radici, sono esprimibQi per funzioni razionali delle « quantità Si , s, , ... , « 

Pana. Dicembre 1857. ' *^' 

F. Brioschi. 
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TiMiBiB VKD ANWENDUira iiEB urrEBmif AiiTiaf . Mit Bexiehung auf die Originai' 
queUen dargesteUt von D. Richard Bàltzer, Oberlekrer am stadtischen Gym- 
nanum zu Dresden. Lbìpxiq^ Yerlag von S. Hirzel 1857. 

I limili che mi prefiggo in questa breve notizia non permettendomi di indicare 
dettagliatamente le parti» che la lettura del libro mi ha fatto riconoscere siccome fe- 
licemente trattate e quelle che lo furono meno, stimo attenermi al più utile partito, 
esponendo unicamente Findice delle materie » quale trovasi nel libro , ed i principali 
fra i desideri » che la lettura di esso mi ha lasciato. 

INDICE. — Teoria dsì determinanti* — S®. 1*. Distinzione delle permutazioni 
di elementi dati in due classi. ^. 2*. Determinanti di un sistema di vf elementi. $*. 3*. 
Ordinamento dei termini di un determinante secondo gli elementi di una linea o di 
una colonna. ^, V, Decomposizione di un determinante in una somma di prodotti 
di determinanti parziali. §". 5^. Ordinamento di un determinante secondo prodotti di 
elementi di una linea e di una colonna. ^* 6^. Prodotti di determinanti. §*. 7^ De- 
terminanti di sistemi aggiunti. §". 8^. Determinante di un sistema di elementi» fra i 
quali i corrispondenti (a,^ ed Oj»^) sono uguali ma di segno contrario. — Applicazioni 
dei determinanti. — S^. 9®. Risoluzione di un sistema di equazioni lineari. §'. 10^. Teo- 
rema risguardante le equazioni alle derivate lineari. ^, il*. Risultante di due equa- 
zioni algebriche. S^. 12®. Prodotto di tutte le differenze fra quantità date. §*. 13®. De- 
terminanti funzionali. §". 14®. Teoremi intomo alle funzioni omogenee. S®. 15'. So- 
stituzioni lineari , specialmente ortogonali. S®. 16®. Area del triangolo e volume del 
tetraedro. S®. 17®. Prodotti di aree di triangoli e di volumi di tetraedri. S®. 18®. Rela- 
zioni poligonometriche e poliedrometriche. 

Intorno ai determinanti parziali o minori meno parco poteva essere il discorso , 
intorno ai determinanti gobbi forse meglio ordinalo. Cosi , per esempio , l'autore non 
espone ma si limita a mentovare la generale decomposizione del prodotto di due de- 
terminanti , dovuta al sig. Sylvester (^) , di cui è caso particolare la formola : 



a 



«,i 



Bi -h «,., B, -+- -H «,,, B, = 



della pagina 14 , la quale sotto più comodo aspetto potevasi presentare ; cosi che 
emergesse anche più evidente la necessaria coesistenza dell' altra formola , in cui il 
numero dei prodotti sostituenti la somma eguale a zero non supera ma eguaglia il 
numero che segna l'ordine dei determinanti fra loro moltiplicati ('). Utile sarebbe 



(1) PhiloMpbieal Magazlne, 1851. 
(S) Brioschi , Determinaoti , pag. 32. 
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tornalo ai principianti incontrare la bella proprietà espressa dal primo teorema sul 
prodotto dei determinanti , per p^n , anche sotto forma di relazione fra una som- 
ma di prodotti di determinanti parziali di due determinanti dati ed un determinante 
parziale del determinante prodotto dei due dati. Certe relazioni generali risguardanti i 
determinanti di sistemi aggiunti ovvero determinanti ad elementi reciproci meritavano 
di essere ricordate (*). Le applicazioni , sebbene non siano poche , e , in un libro 
che mira ad essere elementare , a ragione non si faccia parola delle meno facili o 
risguardanti argomenti non molto famigliari , tuttavia più numerose ma principabnente 
più variate ancora potevano essere e maggiormente atte a dimostrare la vera utilità 
e la generale applicabilità dei determinanti; le applicazioni alla meccanica furono, 
per esempio , a torto quasi obliate. Cosi , nel paragrafo che tratta delle equazioni 
alle derivate lineari , interessante non poteva che riuscire il modo più generale di 
determinare le funzioni bi nel caso contemplato dal Malmstèn ('); perchè special- 
mente diretto ad agevolare talvolta la integrazione. Come pure un cenno era bene 
fosse fatto di ciò che il sig. Brioschi espose nella Memoria « Sur V analogie entre 
une classe de déterminants de ordre pair et Ics déterminants binaires ('); » del che, 
volendo, desumesi la utilità da ciò che già prima occorreva di dire al sig. Hermite 
suir analogia fra certi determinanti del 4°. ordine ed i binari , ne* suoi stupendi la- 
vori sulla trasformazione delle funzioni Abeliane (*). Convenientissimo finalmente per 
la natura degli argomenti e del libro era che non si passasse sotto silenzio ciò che 
spetta alla decomposizione delle frazioni razionali (') , non dimenticando l'elegante teo- 
rema di Jacobi ('), tanto più prezioso in quanto che a relazioni di simil specie poco 
finora rivolsero i Geometri l'attenzione ; e ciò che intorno alla questione » della quale 
è caso particolare il teorema di Sturm, scrissero gli abilissimi Geometri Sylvester (^), 
Hermite ('), Brioschi (*). Circa i metodi generali di trattazione non posso tacere come 
siasi tratto troppo poco profìtto della rappresentazione di un determinante per linee e 



(1) Brioschi, DetermÌDanti, pag. 38. 

(2) Brioschi — Sar une propriété d'un détermioant functionnel — The Quarterly Journal of pure and 
applied Matbematics. March , 1856. 

(8) CreUe*8 Journal , 52 Band. 

(4) Comptes rendus des seances de TAcadémie dei sciences. Février 1855. 

(5) Brioschi. Crelle*8 Journal , 50 Band. 

(6) Theoremata nova algebraica etc. Crelle's Journal , 14 Baud. 

(7) Pliilosophical Transactlons. 1853. Parte III*. 

(8) Comptes rendus des séances de rAcadémie des sciences. 1852, 1853. 

(9) Nouvelles Annales de Mathématiques , tome XV. 
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colonne 



«i.i «i.» 



«1.1 «j.t 






►».i 



►«.» 



"ittn 



la cui importanza può essere giustamente apprezzata neil* abbondante uso fattone in 
principal modo dai Geometri inglesi e nel libro del Sig. Brioschi ; importanza spe- 
cialmente dovuta a ciò , che , essendo per essa resi espliciti e disposti con ordine op- 
portuno tutti gli elementi di un determinante , si può , ove trattisi di determinanti 
formati con elementi di particolari forme o valori , approfittare spessissimo di siffatte 
circostanze singolari col sostituire a metodi generali altri più spediti. La incontrasta- 
bile utilità di tali metodi particolari od artifizj, che talvolta permettono eziandio di ot- 
tenere risultati ai quali non condurrebbero vie generali , e che spontanei sempre nel- 
l'occasione si presentano all' occhio dell' addestrato nell' uso di essi , richiede pertanto 
che ai medesimi, in un trattato dei determinanti, si abbia un proporzionato riguardo. 
Credo di dover por termine alle poche cose dette sul libro , di cui stimai far cosa 
utile accennare la publicazione , rammentando , affinché non sfavorevole impressione 
ne emerga , che del medesimo non ho toccate se non le parli mancanti o suscetti- 
bili di miglior trattazione e tributando un meritato encomio all'accuratezza nel lin- 
guaggio e nelle dimostrazioni , al conveniente sviluppo di queste e delle deduzioni in 
generale ed alla proficua ricchezza delle citazioni. 
Pavia, Dicembre 1857. 

DoTT. Felice Casorati. 
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miOYA TEORU DEGLI STROMEim OTTia 

MEMORIA 
DI OTTAVIANO FABRIZIO MOSSOTTI 

inKrita negli arhali della R. Uoivenità di Pisa e nel ruoto ciMiirao 

Tomo 6. agosto al noTembre 1867. 

OSSEETÀZIONI DEL PEOP. FRANCBSCO CATTANEO. 



1. La teoria matematica degli stromenti ottici accompagnò sempre» e talvolta pro- 
mosse i perfezionamenti che nella costruzione dei medesimi Farte introduceva di mano 
in mano. La qual teoria già quasi sino dall'origine sua si divise in due partL Nel- 
l'nna si rintracciarono le proprietà fondamentali di ogni sistema ottico costituito da 
una successione di mezzi differenti separati da superficie sferiche rifrangenti o riflet- 
tenti , aventi il centro sovra una medesima retta ( asse centrale del sistema ). Le 
quali proprietà suppongono essenzialmente che i raggi luminosi siano omogenei e com- 
prendano coir asse nel loro tragitto attraverso il sistema angoli costantemente assai 
piccoli , e che le superficie dividenti si limitino a piccole calotte aventi i loro poli 
{centri di figura) sull'asse, e per ciascuna delle quali assai piccolo sia il rapporto fr« 
il raggio del contorno circolare {semiapertura della superficie) e il proprio raggio. 
Nella seconda parte studiaronsi le modificazioni che in quelle fondamentali proprietà 
induce la abituale mancanza delle condizioni or menzionate, e le disposizioni oppor- 
tune affinchè queste modificazioni, se non affatto distrutte, siano attenuate però sifat- 
tamente da riescire insensibili all'occhio. Imperciocché tanto più grande è la bontà di 
qualsivoglia strumento ottico che non soddisfi a quelle condizioni quanto meno tut- 
tavia esso si discosta dal possedere le fondamentali proprietà. Dalla scoperta delle 
quali si iniziò appunto la teoria. Ed infatti il Keplero avea appena composto U ca- 
nocchiale conosciuto sotto il suo nome che dimostrava il raccogliersi in un sol punto 
dei raggi luminosi che, cadendo su di una lente parallelamente all' asse di lei , ne 
emergono rifratti; e determinava per una lente piano convessa la relazione fr« la di- 
stanza focale e il raggio della superficie sferica che estesa poi dal nostro Cavalieri (^) 
alle lenti doppiamente convesse costituisce anche oggidi una delle proposizioni fonda- 
mentali della Diottrica. Alla quale si aggiunse dal Rarrow l'altra che il valore 
inverso della distanza focale principale di una lente eguaglia la somma algebrica dei 
valori inversi delle distanze di due fuochi coi^*ugati> che è il fondamento di tutta la 
teoria delle immagini negli strumenti ottici. 

(1) EzerdtatioDef geoiDetrlcae,pag. 468— 496. 
(3) Lectionef optfcae et georoetrfcae^pag, iqq« 
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Nello stabilire e queste proprietà e l' altre che ne sono la immediata conseguenia 
alle menxionate supposizioni altre due si aggiunsero; Tuna che trattandosi di lenti se 
ne potessero trascurare le grossezze, l'altra che i raggi incidenti esistessero tutti in piani 
passanti per Tasse centrale. Le quali nuove supposizioni (e la prima di esse special- 
mente per gli strumenti composti) furono accettate anche da tutti i matematici che da 
Cartesio sin verso i nostri giorni si fecero a calcolare le modificazioni prodotte o dalla 
troppa ampiezza delle superficie dividenti i mezzi, o dall'eccessivo valore dell'angolo 
dei raggi luminosi coli' asse, o dalla etereogeneità di questi, e per le quali i raggi 
emanati da un punto non convergono più tutti sensibilmente ad un sol punto allorché 
sono riflessi o rifratti da una di quelle superficie, e nascono le cosi dette aberrazioni 
di sfericità e di refrangibiUtà, Non è del momento il tessere la Storia di tutte le 
ricerche matematiche istituite circa la misura di queste aberrazioni, e circa le dispo- 
sizioni da adottarsi per attenuarle il più che é possibile massime nella costruzione degli 
obiettivi composti aplanatici : in essa si incontrano, tra i molli, i nomi di Newton, 
di Huyghens, di Klingestima, di Glairaut, di D'Alembert, di Boscovich, di Oriani, e 
soprattutto di Eulero, il quale ridusse a forma sistematica i precetti, in gran parte 
dovuti a lui stesso, per la migliore costruzione degli slromenti ottici. Ma non è però 
a tacersi che anche la teoria Euleriana sia per le due ricordate supposizioni, difettose 
in sé stesse, sulle quali riposa, sia per metodi di approssimazione seguiti allo intento di 
raggiungere risultati di più facile applicazione alla pratica, é ancora lontana dall'of- 
ferire a questa una guida affatto sicura massime allorché si trattasse di notevoli aper- 
ture nelle superficie dividenti i mezzi. Né la migliorarono gran fatto i lavori dei ma- 
matematici venuti di poi. Il Lagrange (*) prese ad esame nelle sue memorie sui can- 
nocchiali le sole proprietà fondamentali dei medesimi, deducendo dalla equazione fon- 
damentale suricordata quanto ne riguarda l'ingrandimento; il campo, la chiarezza con 
un processo di cafóolo che dovea servire di norma, allorché il problema della costru- 
zione degli stromenti ottici si fosse trattato in tutta la sua generalità. Ma egli invece 
lo risolvette attenendosi a tutte le supposizioni ristreltive ammesse da'suoi predeces- 
sori, dalle quali non si discostarono in seguito né il Piola (*), né il Mòbius (*). Il 
primo di questi matematici, seguendo in tutto le tracce di Lagrange, non mirò che 
a fare conoscere la forma generale di alcune funzioni di cui questi si era valso; ed 
il secondo, occupandosi egli pure soltanto delle proprietà fondamentali raggiunse alcun 
nuovo teorema massime circa i sistemi ottici costituiti dalla riunione di altri sistemi. 

Oltrepassando ad altri layori che , come p. e. quello di Herschel sugli obiettivi 



(1) Memoirai de FAcad. de Berlin. 1778 pag. 168 — ISOt, pag. 168. 

(9) Effemeridi astronomiche di Milano per Fanno 18S9. 

(S) Creile. Joamal fQr di reine and eto. Voi. 6, pag. US. >— Voi. 8, pag. 386. 

Tom. I. n*. I. 1868. 7 
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acromatici (^) , migliorarono in qualche parte la teoria Euleriana pur conservandone 
i radicali difetti , si incontra un primo passo di deciso progresso dello studio degli 
stromenti ottici nella memoria letta da Gauss il 10 dicembre 1840 al R. Società di 
Gottinga (^). È risultato ultimo di questo lavoro il mostrare che le proprietà fon- 
damentali dei sistemi ottici dipendenti dalla formazione dei fuochi conjugati sussistono 
completamente anche allorquando non si trascurano le grossezze delle lenti, e non si 
obbligano i raggi incidenti a dirigersi in piani passanti per Tasse centrale, purché siano 
salve le altre supposizioni sugli angoli dei raggi stessi colTasse, sulla loro omogeneità 
e sulle aperture delle superflcie: e le proprietà stesse si prestano alla stessa forma di 
calcolo usata da Lagrange, e conservano anche lo stesso enunciato se le distanze fo- 
cali si misurino non già dai centri di figura delle superficie dividenti estreme, ma da 
alcuni punti delTasse centrale che il Gauss chiama principali^ e dei quali egli assegna 
la posizione. Ma il Gauss non estese poi Tanalisi degli stromenti ottici, incanmiinata 
cosi generabnente, sino a studiarne le aberrazioni. Ed altrettanto fece quasi contem- 
poraneamente il Biot ('). Intrapresa la scrittura del problema nel modo il piiì generale, 
egli ne limita subilo l'estensione coirammellere, e con molle cautele, le solite suppo- 
sizioni della piccolezza delle aperture e degli angoli dei raggi luminosi coll'asse cen- 
trale; sicché nello sviluppare le proprietà fondamentali degli istromenti ottici e nello 
insegnarne minutamente Tapplicazione alla Astronomia egli mette soltanto in evidenza 
l'influenza della grossezza delle lenti sulla misura di quelle proprietà. Che se poi in 
conseguenza di quelle limitazioni non si occupò delle aberrazioni provenienti dalle am- 
piezze e dalla direzione dei raggi, non ommise però di fare conoscere le condizioni 
analitiche e di costruzione per elidere, od almeno per rendere meno sentite e più tol- 
lerabili quelle che dipendono dalla dispersione della luce. 

2. Questo cenno intorno ai progressi avvenuti nella teoria degli stromenti ottici 
tornava indispensabile per valutare l'importanza del nuovo lavoro del Sig. Mossotti an- 
nunziato più sopra, e del quale ecco un sunto. La nuova teoria é divisa in tre parti: 
nella prima, intitolata analisi dei corso di un raggio di luce che attraversa uno stru- 
mento ottico , si determinano le coordinate del punto, in cui il raggio incontra una 
qualunque delle superficie dividenti i mezzi componenti lo stromento, e i coseni degli 
angoli che fa cogli assi coordinati la porzione di esso compresa tra due superficie con- 
secutive; e cosi le coordinate come gli angoli si esprimono in funzione degli elementi 
del sistema ottico, e delle coordinate si del punto raggiante, che del punto di inci- 
denza sulla prima superficie. La seconda parte, sotto il nome di prima approssima- 
zione, é dedicata a dedurre dalle preparate equazioni la teoria delle proprietà fonda- 
ci) Philosophical Traosactions for. ìSii, 

(2) Abhandlungen der K. Gesellschaft zu Gòttìngen. Vol.1. — Annales de Chimie etc. t. 33. anno I85f. 

(3) Traité elementaire d* Astronomie physique. Tome 1. 1841, pag. 834-691* 
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mentali introducendo nelle equazioni stesse le limitazioni volute dalla piccolezza delle 
aperture delle superficie e degli angoli formati coll'asse centrale dai Iati della spezzata 
seguita del raggio di luce. Nella terza poi procede FA. ad una seconda approssima- 
zione colla quale diminuendo il numero di quelle limitazioni, e conservando per con- 
seguenza nelle equazioni anzidette un maggior numero di termini, prende in esame 
le aberrazioni; e come ne mostra la varia origine cosi mette in evidenza le condizioni 
da soddisfarsi per attenuarne la grandezza. Con tale procedimento la teoria delle aber- 
razioni si fa dipendere da quelle stesse equazioni generali dalle quali, come primo passo, 
si trae quella delle proprietà fondamentali : il che è già per sé un gran pregio del metodo. 
3. Imaginate le n ^perficie sferiche che separano n+1 mezzi consecutivi, ed un 
raggio di luce che per rifrazione o per riflessione si spezzi incontrandosi in ciascuna 
di esse , si riferisca il sistema a tre assi ortogonali , dei quali quello delle x riesca 
sull'asse centrale del sistema slesso. Ammesso poi, per uniformità di calcolo, che tutte 
le superficie volgano la loro concavità verso Torigine si addotti coIFA. il seguente si- 
stema di notazioni per rappresentare gli elementi propri e delle superficie e del raggio 
di luce. Sieno a, H, le ascisse x del centro geometrico e del centro di figura, e p, 
il raggio della {."''"' superficie numerata da quella sulla quale avviene la prima in- 
cidenza del raggio luminoso. Il quale emani da un punto raggiante di coordinate 
Xo yo ^0 f incontri la t."""' superficie nel punto Xt yt Zt , ed abbia di Junghezza A^ 
quella sua parte che è compresa fra le superficie t."''"* (ì-f-1)"""* questa poi formi 
cogli assi gli angoli X^ Y, Zj . A rappresentare la azione delle varie superficie sul 
raggio stesso si introducano le velocità di propagazione del medesimo nei successivi 
mezzi in modo che , detta t;^ quella corrispondente al mezzo ( è -f- 1 j'"'"*', sia, nel 

sistema delle ondulazioni seguito dalFAntore, -^ l'indice di rifrazione alla t."'"" su- 

pcrficie. Se questa fosse riflettente sarebbe -^ = — 1. La sostituzione delle velocità 

agli indici di rifrazione iniziata da Biot e da Gauss rende più simmetriche le formole, 
e permette di rappresentare con una sola scrittura tanto la rifrazione quanto la rifles- 
sione alle superficie. E se taluna di queste, contro il supposto, volgesse all'origine la 
convessità, sarebbe da prendersene il raggio negativamente. Ciò posto il problema pre- 
liminare dal quale dipende tutta la teoria degli stromenti ottici riducesi a trovare le 
«jt y» «j. ) X« Y„ Z„ quando sieno date le x^ y^ Zq j x^ y^ z^ e gli elementi geome- 
trici e fisici delle superficie. E della soluzione di questo problema si occupa appunto 
r A. nei primi tre capitoli della prima parte. Determina egli dapprima le relazioni 
esatte che passano fra le Xt yt Zi ; X, Y^ Z; corrispondenti alla è.'"*'"* superficie , e 
quelle che si riferiscono alla superficie antecedente : le quali relazioni rappresentate 
da equazioni alle differenze finite somministrerebbero , quando fossero integrabili , i 
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valori di quelle quantilà espresse in funzioni delle analoghe della prima superficie. Ma 
la loro forma non permettendo questa generale deduzione indispensabile a potere sta- 
bilire il confronto tra le vie seguite da più raggi, e con esso la teorica del sistema, 
esige si ricorra allo sviluppo in serie, come unico mezzo di renderne possibile k in- 
tegrazione. Il che fa appunto FA. limitando gli sviluppi al numero di termini con^ 
veniente al grado massimo di approssimazione al quale intende di spingere le sue ricerche. 
Ed allora indicata con ht=Ut — H|_i la distanza fra i centri di figura di due super- 
ficie consecutive, e posto per brevità 

U i + 4- ^ - licosa .+. cos% - ^^(cos^^.f.cos'Z^) j |i - ^j* 

ove le Of |3| yi sono porzioni di sviluppi nelle quali si conservarono tutti i termini di 
un ordine di piccolezza non superiore al terzo, ammesso che le quantità 

— , — , sen.Xf , cos.Y/, cos.Z^ 

pi pi 

sieno del primo ordine, le menzionate equazioni assumono la seguente forma 

f [ 1 

1Xi=<xtEi 1 cos.X|=l 5-(cos*Y, -f- co8*Z,) 
li 1 y/i 1\ 
y, = p, fc,cos.Y^ -f- y,^ (3) /— co8.Y,= -— cos.Y,^-*- ^( _ — -_ W 
, I ^i «'«-4 Pi \Vi V|«^/ 
I \ \ y/1 1\ 
Z| = 7/ hfiOS.Zt^ 4- 2*-i — C08.Z,= -— C08.Z,^-i. ^( )m, 
\ Vi V|_4 pi \Vi V|— 4/ 

Dalle quali emerge che il processo di calcolo con cui si giungesse a determinare le 
yi Y| darebbe inunediatamente anche le altre due incognite %t Z|. A questa detennì- 
nafione procede l'A. applicando il summenzionato metodo di Lagrange, e non curan- 
dosi per il DKMnento se le |3/ yt involgono ancora le incognite da determinarsi. Ed 
allora posto 

Vi = ««-4 -j^cos.Y, = «« 

(4) 



»«-à ?iht==' p< 



7i_(± i\^ 
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entrambe le equazioni seconde dei due gruppi (2) (3) rientrano nella forma 

ove fi indica un intero qualunque da 2 a 2n . Siccome poi all' integrale di questa 
equazione alle differenze finite del secondo ordine e lineare rispetto ad u può darsi 
l'aspetto 

u^ = p;jl^ti^+P^tio 
essendo u^ u^ ì due primi valori di ti^ tenuti in conto di costanti arbitrarie , e 

PJ*^ VV^ due note funzioni dei coefficienti p^ Pi • • • P^»-i > cosi può ormai dirsi ri- 

1 1 

solto il problema di esprimere leyi — cos.Y, in funzione di tfi=y^ » tio= — cos.Yg, 

Vi Vj 

1 

e quindi le %i Z|in funzione di %i e — cos.Zo . Che anzi, attendendo alle relazioni 

CO8.Y0 = ?i^ COS.Z0 = 5i^ 

si può surrogare le coordinate del punto raggiante agli angoli del raggio incidente co- 
gli assi; sicché ponendo per brevità di scrittura 

(5) p;5i.+ rV P2^ = Qiii. K^+^p:u=<f^ 

le quattro incognite summenzionate restano espresse in funzione delle x^ y^ Zg ; x^ y^ Z| 
e degli elementi fisici e geometrici del sistema ottico mediante le equazioni 

(6) , *' 

*/ = dai, ». - A- P".!. «. 00S.1, = vffìi, ,. — A. pw . ». 

L'applicazione delle medesime, ed alla deduzione teorica delle proprietà degli stro- 
menti, ed ai bisogni dell' arte che li costruisce esige si conosca il modo di compo- 
sizione delle funzioni P{1^ P}2\ Intorno alla quale, ed intorno alle proprietà delle fun- 
zioni stesse si occuparono dopo Lagrange il Piola ed Mdbius, il secondo più vantag- 
giosamente del primo. Anche il nostro Autore vi consacra l'ultimo capitolo della prima 
parte mostrando in primo luogo come le funzioni stesse sieno rispettivamente nu- 
meratore ed il denominatore della frazione ridotta corrispondente alla continua 

1 



'"-^?-H± 



1 



P, 



j» 
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formala di {/. elementi, ed esponendo in conseguenza una regola pratica assai commoda 
onde comporle in ogni caso particolare. La quale formazione se non differisce da quella 
indicata da Gauss era però sfuggita ai matematici precedentemente ricordati. Offre in 
seguilo la dimostrazione di altre proprietà delle funzioni stesse, delle quali egli si giova 
nelle trasformazioni e riduzioni occorrenti nelle parli successive: e di esse sono Ira le 
più influenti quelle racchiuse nelle scritture 

^ p^-) pj:ì*>- p<;Li p<r-^'>=(-.i)'— *'; f;' p;ì.i - Pj^ii Pj;^=(-i)'^"P!!ia 



Pj)=(-i)'-« j p;-) p<!s*) - p<;+'> P}!>, 

(7)' 






p(«) _-. p(/») 



essendo in generale 

»(«) 



PW _ 1 



-+■ . 



Pi 



1 

. H 

ed analogamente le P)^, P|f^* ecc. indicando i numeratori delle frazioni ridotte corri- 
spondenti rispettivamente alle continue 

1 1 

P« H- r ^ • P/^-^ ' ^ • 

^«+t • 4 Pac-ì 1 ecc. 

P^-« P^ • 4.± 

P- 

4. Frattanto il raggio della n."'"*' superficie, passando per il punto x, y» 2» , e 

formando cogli assi gli angoli X. Y« Z„ , sarà rappresentato dalle equazioni 

nelle quali le re y z sono le coordinate correnti della retta direzione del raggio. Que- 
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sle due equazioni racchiudono tulla la teorica degli strumenti ottici ne varii gradi di 
approssimazione ne'quali TA. si propose di studiarla. 

E in realtà per dedurne le proprietà fondamentali dei medesimi basta supporre i 

rapporti — — , relativi alle aperture delle superGcie, e i coseni degli angoli Y« Z^ 

Fi Pi 
cosi piccoli che se ne possano trascurare i quadrati negli sviluppi (1). Sarà allora 

»i = ft = ifi = cos.Xi = 1 

qualunque sia t; sicché ammettendo inoltre che le velocità Vt siano costanti in uno 
stesso mezzo pei raggi di diverse lunghezze di ondulazioni, o meglio supponendo che 
i raggi incidenli siano omogenei, le quantità 

Pi Pt ' ' ' Ptn, 

dipenderanno unicamente dagli elementi geometrici e Osici del dato sistema di super- 
ficie ; ed essi e le conseguenti funzioni V^^ Y^ torneranno costanti per rispetto ai 
varii raggi incidenli. Ed allora le equazioni (8) del raggio emergente diventeranno 



y = ! PiiU + t-.(KL.{x-H.)|t,. - ^-i- { p;',>_, + 1.. PS_.(*-H.) 



Vo 



(9). 

= I Pi'.U + r.Qi^.(«-H.)j*.-^-i-j P£^ + ».P2_.{*-H.)j«. 

nelle quali per l'attuale minore grado di approssimazione, essendo X£=Hi e cos.Xo=i|, é 

COS.Aq 

cioè Aq eguaglia la porzione di asse centrale compresa fra il centro di figura di pri- 
ma incidenza e il piano condotto per il punto raggiante perpendicolarmente ali* asse 
medesimo. 

Con queste equazioni coincidono in sostanza quelle impiegate da Biol nello esporre 
le proprietà degli strumenti ottici. Però se il Mossolti ne segui da vicino la via nella 
prima esatta scrittura del problema, se ne discostò poi in questo che, mentre il Biol 
restringe immediatamente la successiva approssimazione alle sole proprietà fondamen- 
tali, egli invece preparò sin dal principio le equazioni del problema con tale un grado 
di approssimazione da prestarsi anche al calcolo delle aberrazioni. 

(Continua), 
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NUOVE RICERCHE RELATIVE ALLA SOSTITUZIONE LINEARE PER LA RIDUZIONE 
DELLE FUNZIONI ELLITTICHE DI PRIMA SPECIE 

DEL PROF. BARNABA TORTOUNI 



1^. Per uniformarci alle notazioni di già usale dai Geometri, che si sono occu- 
pati di somi{^ante questione, si prenda un polinomio di quarto grado della forma 

«♦-hA«'-4-B»*-f-C»-f-D 

e supponiamo, che il suo radicale quadrato serva di denominatore al differenziale della 
x; in allora l'integrale rappresentato da 



-s. 



dx 

}/(x^ 4-Ax^-hB»*-f-Gc4-D) 

è ciò che da lungo tempo dicesi trascendente ellittico di prima specie, od anche fun- 
zione ellittica di prima specie, ed ove riterremo, che i coefGcienli A, B, C, D siano 
quantità reali. La sostituzione lineare consiste nel prendere una nuova variabile y, la 
quale, essendo p, 9, due indeterminate, sia legata alla x per mezzo dell'espressione 

33. 



i 4-y 

Tutto lo scopo utile di questa sostituzione nel precedente integrale si riduce a dimo- 
strare, che è sempre possibUe di trovare due valori reali per p, g, qualunque d'al- 
tronde siano le radici dell'equazione 

«*-+-A«'-4-Bap*-f-Cic-hD = 

« tali, che nel nuovo integrale somigliante in y per la sostituzione del valore della 
X9 manchino nel radicale le potenze impari y t y^ in guisa , che esso possa ridursi 
alla nuova forma 

iy 



-/; 



V^(My* -f- Ly> -h N) 

I più grandi geometri si sono occupati di questa trasformazione fra i quali in modo 
speciale, Eulero, Lagrange, Legendre: fra i moderni lavori mi piacerà citare le Memorie 
del Sig. Prof. Piana di Torino, e del Sig. Prof. Richelot di Koenigsberg, ed am- 
bedue impresse nei tomi 36, e 38 del giornale del Sig. Creile. In tutte le ricerche 
dei precitati geometri si suppone costantemente la decomposizione del polinomio di 
Tom. I. N«. 3. issa. 8 
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quarto grado in due fattori reali di secondo grado, quali eguagliati a zero porgano 
le quattro radici a^^^y^à dell'equazione 

e si assegnano i valori reali di p , e di 9 dipendenti dalle quattro nominate radici: 
in questo metodo nulla v'é da desiderare per il rigore della dimostrazione, che anzi 
il Sig. Plana ne assegna i valori di p, q per mezzo delle radici dell'equazione ridotta 
del terzo grado, il che in alcuni casi potrebbe facilitarne la ricerca degli stessi valori 
di p, q^ quando si rifletta che le radici della ridotta possono determinarsi senza co- 
noscere le radici della proposta. Nelle nuove ricerche da me intraprese non supporrò 
alcuna decomposizione del polinomio di quarto grado , e per la sostituzione lineare 
del valore della x determinerò l'equazioni algebriche dalle quali dipendono i valori 
di p, q ed ove i nuovi coefficienti saranno determinate funzioni dei primitivi A, B, 
G, D : si vedrà, che l'espressioni p 4- 9 , pq dipendono da due equazioni di terzo 
grado, il che era stato già avvertito da Eulero nel tomo 12 dei Novi Commentarii 
di Pietroburgo , mentre poi i valori di p, q dipenderanno da un'equazione di sesto 
grado. Sarà infine utile di rìconoecere come queste differenti equazioni algebriche del 
3®, e 6^ grado si potrebbero formare dai differenti valori di p 4- 9 , p^, e di p, g 
espressi per le quattro nominate radici a, ^, 7, d. Nel proseguimento di questo scritto 
si scorgerà anche quanto sia utile lo studio dell'equazioni ridotte dal quarto grado per 
riconoscere diverse proprietà importanti dei nuovi coefficienti non solo delle equazioni 
di grado superiore , alle quali giungeremo , ma ben anche per i coefficienti nel tri- 
nomio di quarto grado in y. 

2^. Pongasi adunque nell'integrale indefinito 

^^' ^ J^(«*4- Aaj^4- B»*4- C» 4- D) 

e per la x^ il valore 



Dalla differenziazione si ha 



i 4-y 



^ _ iq-pìày 

(H- yy 



quindi si ricaverà il nuovo integrale della forma somigliante 

v= f (q-p)ày 

J |^(Mj^4- M.y^4- V+ Uy + N) ' 
I coefficienti, M, N si formano dalla sostituzione di p, q invece della x nel polinomio 
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di quarto ordine, e si avrà per i tre coefficienti H, N, L 

IM = p*4- Ap^-f- Bp»-t- Cp 4- D 
N = g*-+- Ag^-+- Bg»-+- Cg -+- D 
L = 6pY-*- 3Apg*-+- 3Ap*j 4- Bg*-+- 4Bpg -f- Bp»-f- 3Cp 4- 3Cg -h 6D. 

Annulliamo i cofficienti L| , M^ delle potenze impari , cioè sia L| s= , M| = , 
avremo le due equazioni 

!Kfq + dAp*9 + Ap^+ 2Bp9 -h 2^p*+ dCp -f- Gg + 4D == 
4p9' -h 3Ap9* + Af^-f- 2Bp9 + 269*+ SCg 4- Cp + 4D = 0. 
In questa guisa per il valore di V si ha 






V4- N) 

Intraprendiamo pertanto delle ricerche sopra le stabilite equazioni (3) di condizione: 
poniamo a questo oggetto 

p4-g = *, W = » 

e sottraiamo una dall'altra le medesime (3)» si ricaverà la nuova equazione 

4«tt 4- 3Att 4- A(«*— tt) 4- 2Bz 4- 2C := 

la quale ordinata rispetto a % diviene 

(4) Aa;»4-(4tt 4- 2B)x 4- 2C 4- 2Att = 0. 

Dalle stesse equazioni (3) deduciamo un'altra equazione fra z, u. Si moltiplichi la 
prima delle (3) per g, e la seconda per p, e si sottraggano, otterremo un'altra equa- 
zione divisibile qer p — q , cioè 

(5) 4tt*4- Aztt — 4D - Cz = 0. 

Dall'eliminazione successiva di z, ed u fra le (4), e (5) otterremo due nuove equa- 
zioni dalle quali dipenderanno i valori di z, u. Dalla (4) abbiamo 

_ (Az*4- 2Bz 4- 2C) 
" 2(A 4- 2z) 

e sostituito nella (5), dopo diverse riduzioni troviamo l'equazione di terzo grado 

(A'- 4AB 4- 8C)z34- 2(A*B 4- 2AC — 4B*4- i6D)z* 
(6) 

4- 4(A*C 4- 8AD — 2BC)z — 8(0*— A*D) = 
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Nella stessa guisa dalla (5), si prenda il valore di 

4D-4tt« 
* "" Att ~ C 

e sostituito nella (4), avremo dopo le convenienti riduzioni Teipiazione 

( (A'- 4AB 4- 8C)tt'-+- (4BC - A*C — 8AD)tt* 
(7) 

( -f-(4ABD - 8CD - AC> -f- C — 4BCD ^ BAD* ^ 0. 

Ambedue T equazioni (6) e (7) di terzo grado ammetteranno per lo meno ciascuna 
una radice reale per i valori di %sss p ^ q ^ u «=: pq. Qò però non basta per as- 
sicurare in tutti i casi la realtà dei valori di p, q, come lo vedremo in appresso : 
intanto passiamo ad esaminare la natura di alcuni coefficienti dell'equazioni (6) (7)> 
il che ci condurrà a riconoscere a priori la forma delle loro radici. 
3^. Siano a, ^, 7, è le quattro radici dell'equazione 

»*-f. A«^4- Bfl5*-4- Gx + D « 

è noto che l'equazione ridotta ascende al terzo grado, ed ove le tre radici sono fun- 
zioni di a, p, y, òf anzi due possono essere l'equazioni ridotte. Ciò posto come si ha 
dai trattati d'algebra, e può consultarsi l'opera di Lagrange^ Resolution dee eqwukme 
pag. 264, prendasi 

È evidente, che quest'espressione per il cangiamento di «, ^, 7, ^ non è suscettivo , 
che di tre soli valori differenti, in modo che rappresentati per d', 6^, 6^, si avrà 

in allora questi tre valori saranno le radici dell'equazione ridotta 

( 0»— (3A*— 8B)e*H. (SA*— 46A*B -f- 16B*4- 16AC — 64D)d 

(8) 

( — (A'- 4AB 4- 8C)*= 

d'onde si trae 

e'e*fl^=(A»- 4AB 4- 8C)*. 

Di qui per l'estrazione di radice si ha 

)/&.)/ir.)/r^k^^ 4AB 4- 8C. 

Il prodotto di questi tre radicali deve essere dello stesso segno che A'— 4AB-f-8C 
in modo che se fosse negativo converrebbe dare il segno — ad uno dei tre radicali: 
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il prodotto adunque di cui si tratta rappresenta evidentemente i coefficienti di s^, ed 
tt^ nelFequazioni (6) e (7). Osserviamo di più che l'ultimo termine della ridotta non 
dipende dall'ultimo termine D della proposta equazione del quarto grado. Per scuo- 
prire ancora il significato di qualche altro coefficiente delle (6) o (7) , componiamo 
per un'istante la nuova equazione del quarto grado 

(9) «♦-+- Coj'-^ BD»*-4- AD»« H- 1^= 0. 

È assai facile di vedere, che le radici di questa equazione saranno i quattro prodotti 

Se si determina la ridotta del terzo grado, e si chiami u il valor generale della ra- 
dice, si avrà come dalla (8) l'equazione 

Ìa,3— (3C»— 8BDK-+-3(C*— i6BDC*4-i6B»D*-f-i6ACD*— 64D3)« 
-(C- 4BCD 4- 8ADY« 
e le tre radici u', fa\ (ù*^ saranno della forma 

la quale egualmente per il cangiamento dei quattro prodotti a^ ^ «t^ f ceyù , ^i non 
può prendere che tre soli valori differenti, cioè 

«'=: («ftf -4- «(3d — fl7a — I3ya)* , «"« («ftr 4- «yd — oj^ — ft^)" 

«"'«s («yd -f- «^ — . «(3y — Py^)* 
e si avrà identicamente 

«'«V=»(C'- 4BCD 4- 8AD*)" 
d'onde 

y/'Zy/'T'.^/^^C?'^ 4BCD4- 8 AD* 

Ognun vede, che il prodotto di questi tre radicali rappresenta l'ultimo termine dell' 
equazione (7). Per i coefficienti delle due potenze u*, u, si compongano le due altre 
equazioni di quarto grado 

a:*4.(A•C)^«'^-^(AC*)V -f- AD.« + BD ^ 



»*4.(AC*)t«'H.BD(^y 



.«*4- CD» 4- D«= 



e siano tf^ tf^ tf le tre radici della ridotta dalla prima, e ^\ 4^, 4^ le ire radici so- 
miglianti della ridotta dalla seconda, si avrà come dalle due equazioni (8), e (10) 



I 



. 
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\ffVf^/f'^ = A*C — 4BC -+- 8AD 

V^V^V'r— AC*— 4ABD -h 8CD. 

I secondi membri presi con il segno contrario rappresentano i coefficienti di u', e< 
ti deirequazione (7). Essa in fine potrà mettersi sotto la forma 

(il) (ce^n* »^— (?v<n* «**— W'D* » "+• («'«"«!* = 

Le tre radici ti', ti*, v^ sono i valori delle tre frazioni 

Ciascuna delle quali rappresenta uno dei valori del prodotto pq =ti. Indagini somi 
glianti indicheremo brevemente per il triplo valore della somma p -f- ^ considerati 
come radice della (6). 

4*^. Dai valori dei coefficienti A, B, C, D espressi per le radici «, ^, y, i rica 
viamo con facilità 

C*— DA»= 2(ftf — aa).2(cey — pd).2(«P - ^) 

quindi richiamando il valore del prodotto ffGTGf^ trovato nel precedente paragrafo V 
l'equazione (6) si porrà sotto la forma 

( {ffGrr)^ «3^ 2(A*B -h 2AC -h Ì6D — 4B*)z' 
(12) 

( 4- 4(A*C H- 8AD — 2BC)* - 8((3y - «d)(cey — P(J)(«p — ^)=0. 

Le tre radici z', z*, t^ saranno espresse dai tre fattori parziali dell' ultimo termine 
cioè 



od anche per i valori di d', d^, d^, si avrà 



^ 2(«p.-ya) ^ 2(«y-pa) ^ 2(«^~Py) 

«4-P— y— ^' «-Hy— -(3— -d' a-4-^— (3— y 

Esse soddisfano a tutte le condizioni richieste, e ciascuna rappresenta uno dei va 
lori della smnma p-hq- Anche i precedenti valori di u\ u% vT del paragrafo 3^. pei 
la sostituzione dei valori di «', ci>% «"*, e di 6^, 6^, 6^, diverranno 
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, « ?{y +i)- yJ(« 4- P) . «y{^ + i) - ^(a + y) 

U = ^ z » V = g. 5 

«-+-(3— y — ^ a4-y— P — d 



u"'= 



«^(P -4- y) - Py(« -H a) 

a-h ^ — P— 7 



Qui pure ciascuna rappresenta uno dei valori del prodotto ^^=i u. Come già si è 
veduto dairequazioni (6), e (7) uno per lo meno dei valori di p 4- g, ® |'9> s^rà 
reale; cosi scegliendo per ipotesi x', ed \i^ si avrebbe 

d'onde si vede che ji , g saranno le radici di un* equazione di secondo grado : ciò 
però non basta per concludere che p, g, siano reali, i cui valori son dati da 



^- 


- yò • 


^y/Ja 


-y)(« 


- m - 


- 7)(P - 


■à) 




-yi. 


a 


+ P- 


y-i 






c^- 


-/(a 


-y)(« 


- m - 


- ym - 


■ ì) 



^ «4-P- y — à 

Ora è facile di assicurarsi della realtà di p , e di f con rendere positiva la quantità 
sotto il vincolo radicale, il che si potrà sempre ottenere col supporre che le radici 
«9 P, 7, à siano scritte in ordine della loro grandezza, le radici negative scrivendole 
dopo le positive le differenze a — y, a — d, p — y, |3 — ò saranno tutte positive, 
e quindi pit)sitivo il prodotto delle medesime : formando pertanto il quadrato della 
differenza p — g, si avrà 

4(« - y)(« - m - 7){P - à) 



{p-qr=- 



(« -+- (3 - y - d)* 



Avremo adunque reali tanto la somma /> + ^ , quanto la differenza , e reali perciò 
saranno le richieste indeterminate p , q. Tutto ciò sarebbe bastante alla risoluzione 
numerica del problema propostoci da principio, e non resterebbe altro, che ritrovare 
i valori dei nuovi coefficienti M, N, L dati dalle formole (2) per la sostituzione dei 
valori di p, q: riservandoci in appresso la determinazione di questi coefficienti, potrà 
essere utile per la risoluzione letterale del problema di analizzare, e confrontare fra 
di loro i tre valori di p + 9, e di pq. 

5^. Come si è tuttora veduto, p, q rappresentano le radici di un'equazione di se- 
condo grado, e ciò avrà luogo ancora per i due altri sistemi di 

p^q =7r, pq=^u\ p ^ q^TT , pq = vT 
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quindi ne viene che un'equazione di sesto grado dovrà comprendere simultaneamenle 
i tre valori di p» ed i tre valori di q, e Tequazione in proposito dovrà avere per lo 
meno due radici reali. Si potrebbe comporre una si fatta equazione di sesto grado 
date che sieno le forme delle radici, ma ci sarà facile il ritrovarla dall'eliminazione 
di una qualunque delle p* o q fra le due equazioni (4) e (5) del parag. 2*^. Riso- 
stituiamo in esse invece di x, ed ti, i valori p + ^ » e pj, avremo 

A(p H- q)* 4- (4pg 4- 2B)(p -4- ^) -h 2C 4- 2Apg = 
4pY -+- A(p 4- «)p? — 4D — C(p 4- g) == 
ed ordinate ambedue rispetto a q avremo nuovamente 

(A 4- 4p)g' 4- 2(2Ap H- 2p* -h B)q 4- Ap* -h 2Bp 4- 2C = 
(4p* 4- Ap)g* 4- (Ap*— C)q — 4D - Cp = 

L'eliminazione di q porgerà l'equazione risultante in p di sesto grado: per agevolarne 
la ricerca poniamo 

a == A 4- 4p , ft = 2(2Ap -t- 2p* -h B) , e = Ap* 4- 2Bp 4- 2C 
a' = 4p*4- Ap , ì/ = Ap»— C , e' = - 4D — Cp 
esse diverranno della forma 

0^4- ftg 4- e = , a'p»4- ft'g 4- C = 0. 
Come è noto la risultante fra queste due equazioni di secondo grado é 

(a& -. c^cy=^ (a* — ab')(b'c — ìnf) 

Le differenze di questi prodotti si calcolano facilmente dagli stabiliti valori di a, a\ 
bj ì/f e si ricaverà immediatamente 

{ac'-- a'cy= (A -f- 4p)*(4D 4- 3Cp 4- 2Bp* 4-Ap')' 

afb — 0^=: (A 4- 4p)(4p' 4- 3Ap* -+- 2Bp 4- C) 

fc'c— ^=Ay4-(2AB 4- 4C)p^4-(5AC 4- 16D)p»-t- UADp 4- 8BD-2C*. 

Sostituiti questi valori nella risultante trovata si toglierà il fattor comune A-h4p, e 
si ricaverà 

(A4-4p)(4D4-3Cp4-2Bp*-f-Ap*)' 

-[Ay 4- (2AB4-4C)p'4- (5AC 4- 16D)p*4- 16AI)p — 8BD — 2C»] 

X [4p^ 4- 3Ap*4- 2^p-f. C] = 0. 
Sviluppiamo nel primo termine il quadrato, e moltiplicato per A + 4p, si trae 
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4Ay-t-{A'-)- 16AB)p*4-(4A*B -+- 16B»-f- 24AC)p5 

-+-(4B*A4-6A*C 4- 32AD4-48BC)p*-h(8A*D -+- i2ABC-h36C*-t-64BD)p' {h) 

-h(9AC»4- Ì6ABD -H 96CD)p'+(24ACD 4- 64D*)p -+- Ì6AD*. 

Come pure dal prodotto degli altri termini si trova 

4Ay-f.(3A*4- 8AB4- i6C)p«4-(8A»B -+- 32AC -+- 64D)p* 

H-(ii2AD-+-i6A*C-+-4AB»4- 8BC)p*-+-(64BD— 4C*-+-48A*D4-i2ABC)p^ (K) 

+(56ABD — AC*4- i6CD)p*-+-(i6B"D — 4BC*4-16ADC)p 4- 8BDC— 2C^ 

Dalla 808titu2Ìone dei termini {h)f {h') si giungerà all'equazione finale di sesto grado, 
la quale dopo le convenevoli riduzioni sarà 

(4AB — A^- 8C)p«-H 2(4B" - 2AC - A"B --i6D)p5-H5(4BC-A>C-8AD)p* 

-h20(C*— A"D)p'-h5(8CD4.AC*— 4ABD)p"-t-2(BC*-h2ACD-t-i6D»— 4B«D)p 

4-4BDC— C'-8AD»= 0. 

La medesima equazione si otterrebbe per q, mentre oltre le osservazioni precedenti, 
le due equazioni (3) del parag. 2®. non cangiano di forma per la mutazione di p in 
p, e di 9 in p. Quest'equazione, come già si è detto, avrà per lo meno due radici reali 
una delle quali sarà un valore di p, e l'altra un valore di q. È ben dì osservare 
che la somma delle sei radici è eguale alla somma delle tre radici dell'equazione (6), 
mentre il prodotto delle medesime è eguale al prodotto delle tre radici dell'equazio- 
ne (7). Stabilita in tal guisa la possibilità della trasformazione per la realtà dei va- 
lori di p, g veniamo alla determinazione dei coefficienti nell'integrale trasformato. 
6^. Si è veduto nel parag. 2*^., che per il detto integrale si ha 

{q — p)dy 



-/ 



Prendiamo a quest'oggetto il valore di M, e moltiplicato per 4, verrà primieramente 

4M = 4p*+ 4Ap3-h 4Bp'4- 4Cp -t- 4D 

quindi si elimini il valore di 4D dedotto dalla prima dell'equazioni (3), per Io che 
4M diviene 

4M = 4p*-f- 4Ap3-h 4Bp»-l- 4Cp — Ap^q — ZXp'q 

~ Ap'— 2Bpg — 2Bp*— 3Cp — Cq 



ossia 

»3 



4M = (p — 9)(4p'-H 3Ap'-h 2Bp 4- C). 
Nella stessa guisa per il valore di 4N dato per la sola mutazione di p in q, si avrà 

4N = (9 - p){ V-H 3Ag«4- 2Bg 4- C). 

Tom I. K«. 9. I8U. 9 
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Separando adunque nei valori di 4M, 4N, il faltor comune p—q^ o, q — p si vede 
che Tallro fattore rappresenta la prima derivata dei due polinomi 

p^-h Ap'H- Bp^-h Cp -h D , g*H- Ag'-H B^»4- Cg H- D. 
Ora dalle medesime derivate 

Af-h 3A|>»4- 2Bp -+- C , Aq^-h 3Ag*-|- 2B9 + G 

potremo ancora per la sostituzione di un valore di G, trovarci un'altro fattore comune 
p-^q q — p : infatti si moltiplichi per 2 il valore di 4M , sarà 

8M = {p—qHSp^'-h 6A|>«-»- ABp H- 2G) 

e dair equazione (4) si tragga il valore di 2G , col sostituire in essa %=p -{■ q ^ 
u=pq , otterremo primieramente 

2G = — Alp H- q)pq — Z\pq - A[(p -+- g)»- pq] - 2B(p -+- q) 
quindi 

8M=(p — q) [Ap{2p-—pq — q*) •+• A(5p*~ Apq^q*) -H 2B(p - q) ] 

o in fine 

8M=(p — qy[Ap{2p 4- g) -*- A(5|i -I- g) H- 2B]. 

Nello stesso modo si trova 

8N=(9-|i)-[4g(p -+- 2q) 4- A(5g -h p) -h 2B]. 

Un poco piò laboriosa riesce la riduzione somigliante per il valore di L. Gome si 
ha dalle medesime equazioni (2), si moltiplichi per 8 il primo, e secondo membro 
dello stesso L, si avrà 

8L=48|>Y-+-2*A|jg»4-24A|>*g-»-8Bg»4-32B|jg-H8Bp*-|-24G|>4-24Gg4-48D 

quindi ambedue l'equazioni (3) si moltiplichino per 6, si sommino, e si tragga il va- 
lore di 48D cioè 

48D= — 2Ap^q — Up^— iSAp^q — 18Apg*— 6A||3— 6Ag^— 12Bpg 

— 12Bpg— 12Bg«— 12Bp*— ÌSCp — ÌSCq — 6Gg — 6Gp 

per sostituirlo nel secondo membro del valore di 8L, si ricaverà con facilità 

8L = -(p — qy[Upq 4- 6A(p 4- g) -*- 4B]. 

Fatto adunque per brevità 

H=4p(2p 4- g) 4- A(5p -»- g) -|- 2B , K= Aq(2q 4- p) -*- A(5g 4- p) 4- 2B 

G = [24pg 4- 6A(p •^q)-+- 4B] 

i precedenti valori di 8M , 8N , 8L divengono 

8M = (g — p)».H , 8N == (g — p)*.K , 8L = (g — p)».G 
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€ soslilniti nel secondo membro di V, richiamato al principio di questo paragrafo, si 
troverà 






K 

ove fra le tre quantità H, R, G sussiste la relazione 

H4-K=G-h8(p — q)\ 

Ciò posto, come già è noto da lungo tempo, qualunque sia la forma dei fattori, nei 
quali si decompone il trinomio ^^ — G|f*+ R è sempre possibile nei differenti casi, 
di sostituire ad y una funzione trigonometrica tale da ridurre l'integrale alla forma 

^ J vi — c*sen»^ 

ove e, che dicesi il modulo^ sia sempre < i : l'integrale in proposito dicesi parti- 
colarmente trascendente eUUtico di prima specie. Questa riduzione potrebbe operarsi 
senza difficoltà, quando sia dimostrata la realtà dei valori delle tre quantità denotalo 
per H, K, G; contuttociò per completare la risoluzione del problema, ci proporremo 
presentemente di studiare ancora la natura dei due coefficienti H , e K , e di cono- 
scere di piò, come essi possano decomporsi in fattori , il che in fine ci condurrà a 
scu(^rire la forma generale dei fattori , ne* quali é decomponibile lo stesso trinomio 
Hjf^— G|f'+ K : una tale ricerca deve ripetersi in parte dalla sostituzione di quei 
valori reali di p, g in funzione delle quattro radici a, ^, 7, d, e per i quali ha luogo 
la trasformazione di sopra indicata. 

7®. La simmetria dei valori di H, K, rispetto a p, e g ci permette di fare questa 
riduzione in uno solo dei due coefficienti. Riprendasi per esempio il valore di H, ed 
osserviamo, che esso potrà scriversi sotto la forma 

H = Sp*-h 4A|> -h^B + Apq-h \{p -h q) 

e negli ultimi due termini si sostituisca 

A = -(«H-l3-|-y-Hd) 

e per jig , e p -h q i valori di già stabiliti al parag. 4®., vale a dire 

2(«p — yd) «(3(y 4- d) — 7^(« -♦-(5) 



^"^^ = «+P-7-a' ^- «4-P-7-d 

si troverà 

Apq+Mp+q)- ______ 

ove si vede che il numeratore è il prodotto del denominatore , preso con il segno 
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contrario eon la quaotlU 2(a0 -f- yi); quindi aari 

4fg -f- A(p -f- g) = — 2(«P -h r^ 
SottiUiìto questo valore nel secondo oMmbio di H, ai avrà 

H = 8p»-f- 4Ap -f- 2(B — a^ — 7^). 
Pongasi in fine per A, B, il reapettivo valore 

A = — (« -f- (3 -f. y -h a) , B= a^-f-fl7-h«*-f-Pr-Hpa4.7a, 
ai vedrà che il secondo membro della H è decomponìbile nei doe fattori 

dopo aver fatta la divisione per 8, e perciò 

Nella Slesia guisa si trora 

Se dunque si ponga per brevità 

1 1 

avremo 

H = 8(p - rt(P - v) , K = 8(j - fi)(g - v) 

ai quali dovrà sempre eoogiungersi il valore di G determinato dall'equazione 

H 4- K = G -f- 8(p — g)* 
d'onde per la sostituzione 

G = 8[(p - ii){p - v) 4- {q-rìiq - v) - (p - q)*] 
il quale si potrà anche ridurre a 

G = 8[(J - ^)(p - v) -H (p - ,t)(g - V)] . 

Di qui si trae, che i fattori del trinomio 

Hy*- Gy* 4- K 
moltiplicati per 8, saranno 

f*— g4-(p— f*)fr*» V — g4-(p— v)y» 

e si avrà identicamente 

Hy*- GyV K « sj^^f* — j 4- (p — rfy*)(v - , 4- (p - v)y'U 



PURA ED APPUGATA. 69 

Vokndo ori sostituire, questo yalore nell'integrale denotato perV, e riportato alla fine 
del precedente paragrafo 6®., dall'estraxione del radicale» scomparire nuovanienle il 
moltiplicatore 8, e si ha 

dy 



^Jv^C^ 



Ridotto IHntegrale a questa nuova forma, permetterebbe anche di poter discutere tutli 
i casi, nei quali esso è sempre riducibile alla forma trigonometrica di sopra indicala: 
come evidentemente si scorge dalla forma dei fattori; Tesame di lutti i casi viene a 
dipendere dai valori o reali, o imagìnarìi delle quattro radici «, |3, 7, ^ : ci piacerà 
piuttosto di far vedere come questa discussione si possa far dipendere immediatamenlc 
da una certa equazione ridotta del terzo grado, per le radici della quale noi potremo 
esprimere le quattro quantità 

Questa riduzione, e discussione è stata fatta dal Sig. Plana nella memoria di sopra 
citala, e che noi verremo brevemente ad indicare. 

8®. Dalla risoluzione dell'equazioni di quarlo grado si sa , che le qualtro radici 
a, |3, 7, d di un'equazione 

«*-+- Aaj'-I- Bir*H- Gr -»- D = 

dipendono dalle radici di un'equazione ridotta di 3®. grada 

^3— B»V (AC — 4D)v -+- D(4B — A*) - C*=0. 

Le radici 1/, tT, v*' sono espresse per «, |3, 7, d, dai valori 

1/= ay -+- ^ y ì/*= «(3 -+- 7^ ) v^= a3 •+- ^7. 

Ciò posto riprendansi i valori di p, q ottenuti al parag. 4°., e vediamo come le loro 
diverse parli componenti possano esprimersi per le tre radici v', v% v**, e per alcuni 
dei coefficienti A, B, G, D : cosi per il denominatore comune a -h fi -- 7 — d, si 
avrà dall'elevazione al quadrato 

(«-f-p— 7 — d)*=:«*4-p*-Hy*H- ^*4- 2«(3h- 27^ - 2ay — 2«a- 2^7 — 2^ 
e che avuto riguardo ai valori di A, B, e t/' si potrà porre sotto la forma 

(« -h P — P — d)'== AV 4^"— 4B. 
Di qui 

a^fi—y — 9 =V^(A*-»- Av"— 4B) = 2(f* — v). 
Ed i valori anche di fi, e v, cioè 
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porgeramio facilmente 

4f* = — A 4- v^(A'-f-4v^-4B) , 4v = — A — V^(A'+ K^— 4B) 

d'onde si vede, che i valori di 4/x , 4y saranno le radici dell'equazione del 2®. gradp 

X*4- 2AX = 4tr- 4B . 

Con la stessa facilità potremo calcolare il numeratore delle medesime j», g; cosi per 
la differenza dei prodotti 0^ — yà^ avremo identicamente 

(«(3 — ya)*= («(3 4- 7^)"— ^*«M 
o ciò che toma lo stesso 

(flP_ya)»=v'^_ 4D 

d'onde 

«(3— ya = ^(v'"— 4D). 

Infine per la quantità che trovasi sotto il vincolo radicale dei valori di p, q ripren- 
dansi le tre espressioni di v', v'', tr^» e da esse ricaveremo con gran facilità 

d'onde si trae 

(,r— OK— »•)=(« — y)(« — a)(P — m — y) 

ed i più volte citati valori di p, g per queste parziali totali sostituzioni diverranno 

yà 4 - v/(tr— v*^(v"— tp g(3 — yà— ^(v'' -^v'")(nr—v') 

od anche 



^ 2(/x — v) ' ^ 2(/x — v) 



^ |^(A'-h 4tr-- 4B) ' ^~~ •(A'-h 4»"— 4B) 

Stabilite queste differenti espressioni, poniamo per brevità 

M = /x — q, N = />— ft, P = v— 9, Q = |> — V 
per cui si abbia 



V 






V^(M H- Ny')(P 4. Qy') 

e cerchiamo dietro le traccie del Sig. Plana la somma» e la differenza dei prodotti 
M.Q , P.N» non che il prodotto dei quattro coefficienti, e tutto in funzione delle tre 
radici v', tT, tT della ridotta. Cosi per la somma, e per la differenza si ha 

M.Q 4- P.N = (^_ g)(p _ v) 4- (p - f*)(v - q) 
M.Q ~ P.N = 0* - g)(p— V) — (p— ^t)(v —q) 
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k quali divengono 

M.Q H- P.N = (p -H 9)0* -H v) — 2pg — V 

M.Q— P.N=(p— 9)0* — V) 
ed osservitmo anche per i valori ài p -h q ^ pq sì può avere come dal parag. 4^. 

p^q= , M= 

' * fi V * ■" fi V 

quindi osservando che 2{fi -f- y) = — A, sarà dalla sosUltizione 

M.Q + P.N = -A(^fr-7^)-a^(y+^)-V(a->.p) _ 

2(fi — v) 

Se nel secondo membro si prendano per fattori comuni a|3 , y^, si vedrà facilmente, 
che l'espressione resta divisibUe per 2{fi — v) d'onde si trae 

M.Q -+- P.N = «(3 H- ya — 2fiv, 

1 1 

Sostituiamo in fine i valori di fx = — (« -f- p) e di v == — (v -|- a), e diverrà 

M.Q 4- P.N = oP -H ya— -^ («y H- yP -»- «d 4- IW) 



ossia 



M.Q + P.N=t^-i.(.'+.-)=^-^'-^^-*''' 



2 ^' • ' 2 

G)me pure per la differenza si avrà 

M.Q — P.N = V(tr— tr)(t^— tf). 
Di qui i valori 

M.i|= j 

v^_ tz-i- »*— t»*^— 2^\vr— «^(v"— tO 

4 
Infine dal prodotto si ricava facilmente 

16M.Q.P.N =(t/— tT)'. 
Fra le quattro quantità M, N, Q, P sussiste la relazione 

Mh-N = P-»- Q=rp — 9 
d'onde dalla moltiplicazione 

M.P -H P.N H- M.Q H- N.Q = (p — 9)' 
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dalla quale potremo dedurre 

M.p.^N.Q=(p-,)'- <'"-'^^/-'^ . 

Stabilito il nesso, che passa fra le tre radici v\ tf^ v'^ della ridotta , ed i prodotti 
dei coefficienti M, N, P, Q vediamo come dai differenti casi, che possano aver luogo 
per la realtà , od imaginarìetà delle radici v', v*', ìT sia sempre possibile la ri- 
duzione dell* integrale alla consueta forma trigonometrica delle funzioni ellittiche di 
prima specie. 

9^. Fatte le moltiplicazioni dei due binomi si avrà 

J V^Q.N.y*-+.(M.Q4-N.P)y'H- P.M 
e si ponga generalmente 

y =« H tang. \ <p 



ove H sia una indeterminata -da calcolarsi : si avrà primieramente 

dj, = — 5^ = _5i2_ 

2 cos ^ (p Ih- cos. 9 
ed insieme 



,^ HWiy ^ H'(l — cos.y) ,_ H^(2 — 2 cos.<p -- sen» 

^ "^ cos'^ (f "" 1 -H cos.<p ' ^ (1 -f- cos.^)* 

per cui pel trinomio abbiamo facilmente 

Q.^.y^-h (M.Q H- P.N)y*H- P.M 
_ 2(Q.N.H^H-P.M)4-2(P.MMÌ.N.H»)co8.y4-[(M.QH--P.N)ff— Q>N.H^— P.M]sen' (p 

(1 H- cos.^) 

Annulliamo il coefficiente di cos.f, per cui si abbia per il valore dell' indeterminala 
H, Tequazione 

P.M — Q.N.H^-= 



ossia 



d'onde si trae 



'h 






df 



[4V'P.M.Q.N + (M.Q + P.N — 2V'P.M.Q.N;«en*,p] 
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SosUtuiamo ora i valori dei prodotti P,M| P.N, espressi per le radici i/, v^, v** ni 
avrà 

V^[Q.Ny*^- (M.Q H-P.N)y'-f- P.M] "" J V[v— tT-^ {vT— vOsen^] ' 
Poniamo di più 90 — 9 in luogo di 9, e per brevità 

Y - (M 4. Ny*)(P -h Qy*) 



81 avrà 



Jt^"' Jv[v'— tr-f.(v''— to< 



ICOS fj 

ossia 



7f ^(v-— ir)Jv^(i — c-sen'ip) 



ove per il modulo e si ha Tequaxione 

» t^" — <^ 

la quale sussiste per e •< 1 ; mentre le radici disposte per loro ordine dì grandezza 
danno v" — «'<»* — if. Che se si richiami di più 

X « «*4- Aoj'-h BopV Gb -f- D 

e secondo la notaxione di Legendre pongasi 

A =:: V^(i — o*sen*9) 
si avrà 



JAx _ * fdy 



ove si ha la relaxione 

j. ^ P 4- g H tang>(| TT — -^ y) 

*" Ì4-Htang.(i7r — V?) 

e ci si soddisfa per valori reali di p , 9 , H, V(v*' — v*) tutte le volte» che l'equa- 
zione X «> abbia tutte quattro le radici disuguali reali, immaginarie. Osservando 
poi che per il valore di 

yP.>LQ. N 

OS" """TP" 

ossia 

)/{v'—fr) 

Tom. I. Ifl S. 1$5S. 10 



-v^ 
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se né dedurrà il valore dell'angolo f espresto per x, vale a dire 

u^.8.-ì,)-V^(f^-')- 

10°. Esaminiamo gli altri casi per la riduzione alla medesima forma, e suppo- 
niamo che due delle ire radici v', tT, iT della ridotta siano immaginarie. Pongasi 



y = co8^y— ^ 



si otterrà facilmente 



f d» i C i9 

J •Y V(N.P-M.Q) 17777= nIp ^ 

Qui supponendo le tre quantità M, N, P, positive, e Q negativa, si avrà primiera- 
mente un valore reale per y, quindi sarà ancora «^ 1 il coefficiente di sen'cp, e ri- 
chiamando a memoria i valori di M.Q + P.N, ed M.Q — P.N nel parag^ 8°. con- 
verrà attribuirgli alla seconda il doppio segno diz del radicale , e scegliere i valori 

M.Q -+. P.N = v^— I {1/ •+- v"^ 
M.Q _ P.N = — VW—v'^ivr—i/). 

In questa guisa i prodotti MQ, PN nello stesso paragrafo 8°. si reciprocheranno simul- 
taneamente per cui 

N.P 

e = 



N.Q— M.Q 

diverrà 

d'onde nella supposizione di 

y = cos^y/-^, P>0, M>0, N>0, Q 

i-f-cos^y--^ 

si ha 



. . . . 
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Nella stessa ipolesi delle due radici immagiiiarìe della, ridotta si potrebbe fare per la 
riduzione alla forma trigonometrica 



y = 



v^ 



COSf 

d'onde 



Qui converrà prendere M, N, Q positivi, e P negativo, ed allora come dal citato pa- 
ragrafo 8°. si prenderà 

M.Q-HP.N = «^-H Y (^^" ^'^) 

M.Q— P.N = ^(v*— «"^(v"— ì/) 
e si avrà sempre per e' coefficiente di sen'^il valore di sopra, e <ì, cioè 

E qui supposto 

»=^\/^' ">«• «>«' <J>«' ' **<* 



pcOSf 

aj = 



COS f 

e si avrà egualmente 






Questi sono tutti i casi che possono incontrarsi in siffatta trasformazione lineare , il 
modulo come si è veduto potrà sempre esprimersi in funzione delle tre radici v\ v"^ iT 
della ridotta, il che disimpegna dal conoscere le quattro radici a, ^, /, ò della X=0. (*) 

(*) Queste ricerche fiiroQO da me intraprese fin dal principio del 18S6: e diverse circostanze ne im- 
pedirono la pubblicazione fino a questo ponto. 
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— .t-rr«ì 



SUR LA PROBABIUTÉ DES ERREURS DANS LA SOMME 
OU DANS U MOYENNE DE PLUSIEURS OBSERVATIONS 

PAR LE P. M. JULLIEIf S. J. 



Jo confidère plosieura observations de méme espèce, daiu lesqueiles la probabr- 
lité dea erreun auit une loi connue» et cherche la loi de probabilité de l'erreur qui 
nffeote la aomme ou la moyenne de ces observations. 

Il est un genre d'erreurs assei étendu qui jouissent de la doublé proprìété de 
pouvoir prendre indifféremment toutes les valeurs comprises entre deux limites déter- 
minées égales et de signes contraires, sana que l'une de ces valeurs soit plus prò- 
bable que Taulre; et de ne pouvoir jamais dépasser ces limites, pourvu, conune je 
le suppose t que l'observateur soit toujours également attentif et également habile. 
L*étude toute speciale de l'erreur qui affecte la somme ou la moyenne d'observations 
sujettes à des erreurs de ce genre» forme comme la première partie de ce Mémoire. 
Je reprends ensuile la question des probabilités moyennes sous un point de vne plus 
general » suivant une des méthodes employées par Laplace; je généralise et simplifie 
oette méthode de plusieurs maniéres, et l'applique à divers exemples dignes d'intéret 
et au calcul de certainea intégrales définies. 

I. 

11 n*est point rare que Ton ait à considérer des observations où, panni lesdiffé- 
rentes sources d'erreurs qui 8*y rencontrent. Fune d'elles produit une erreur dontla 
probabilité est constante entre deux limites égales et de signes contraires , et nulle 
au-delà des ees limites. Ainsi» kursqu'on Ut un angle sur le limbe d'un instrument » 
on peut en general, des deux divisions du vemier entre lesquelles se trouve le point 
de coYncidence, choisir celle qui est la plus rapporcbée de ce point, mais on ne peut 
pas ordinairement atteindre une plus grande précision. Il en résulte que, si Fon nonmie 
S« le nombre de aeoondes dont dillèrent les arcs correspondant à deux divisions eoo- 
aéoutìves du vemier, la leeture de l'angle aera affectée d'une erreur eoraprìae entre 
— a seoondea et «4- • aeoondes, qui aera tout-è-fait arbitraire entre ces ìimiles , de 
telle aorte que parmi le nombre in6ni des valeurs qu'elle peut recevoir Fune ne sera 
pas plus probable que l'autre. De méme, quand un astronome obaerve dans rinslm- 
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meni des passages l'appolse d'une étoile aox fib du réticule, il se conlente de noler 
les dixièmes de seconde de temps; car il peut au plus élre certain que l'erreur dans 
l'estimation de l'epoque de 1' appulse è l' un queleonque des fils ne dépasse pas un 
demi-dixième de seconde; mais entre ces limiles ±: 0/ 05 toutes les valeurs de l'er- 
reur sont également probables. 

11 s'agii de calculer la probabililé d'une erreur donnée» dans la somme on dans 
la moyenne de plusieurs observations de ce genre , en faisant abslraction de loules 
les aulres sources d'erreur qui peuvent influer sur le resultai. 

Je partagerai d'abord l'amplilude de l'erreur possible è chaque observation en un 
nombre queleonque m de parlies égales, et supposerai que l'erreur soit nécessairement 
composée d'un nombre entier de ces parlies; en sorte que si Fon nomme 2a 1' am- 
plilude de l'erreur possible, l'erreur aura l'une des- valeurs 

m 2a /m .\2a . 2a 2a . 2a ^ 2a 

2 m \ 2 /m m m m m 



(m \2a m 2a 



si m est pair ; 
et l'une des valeurs 



T m * \2 )m ' 2m' 2m'"^2m*"^2m 



(t-') 



_ i2a 
m 



1 ^a 1 2a 

2 m' "^ 2 m * 


3 2a 
■^ 2 m 


m 2a 
2 m * 





si m est impair. 

Puis supposant que l'on ail fail un nombre queleonque n d'observalions, je calculerai 
la loi de probabililé des erreurs possibles dans la somme de ces observations , ou 
dans leur moyenne. Gela fail, il suffira de faire crotlre m indéfinimenl , et à la li- 
mite la loi de probabililé obtenue sera celle des erreurs possibles dans la somme ou 
dans la moyenne de n observations, lorsque l'erreur de chaque observation peut ad- 
metlre indifféremment toutes Ics valeurs en nombre infini qui soni comprises dans les 
limiles ±: a. 

2a 
Remarquons avant tout calcul que la probabililé d' une erreur t — dans la som- 

Q IH 

me de n observations est égale à la probabililé d'une erreur t — dans la moyenne 

mn 

de n observations. Nous obliendrons donc par un méme calcul la loi des erreurs dans 

la somme et dans la movenne. 
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.2o 
Observons en second liou que la probabililé d'uoe erreur i — dans la somme 

f» 

de n observations, lorsque l'erreur de chaque observation est comprìse eotre — a 

— — h ti — quand OD suppose l'er- 
reur de chaque observation comprìse entre e 2a. 

D'après cela la question qui se présente d'abord à résoudre revient à ce problème 
de la théorìe du jeu aléatoire : On jette au hasard sur un pian n dés égaux terminés 
chacun par m+i faces parfaitement symétriques » marquées respectivement des nu* 
méros 0, i, 2, 3, .... m; et Ton fait la somme des chiffres correspondants aux fa- 
ces sur lesquelles les dés s'arrètent. Quelles sont les probabilités relatives des nom- 
bres que Fon pourra obtenir de la sorte ? 

Il résulte des premiers éléments du Galcul des Probabilités que la probabilité de 
la sortie d*un nombre k est proportionelle au coeffìcient de %* dans le développement 
de la puissance 

(1) (1 4-24-2"-+- 4- «T- 

Donc tout revient à calculer la loi des coefficients successifs de ce développement or- 
donne suivant les puissances de x. Or les relations connues» qui lient les coef&cienls 
d*un polynome aux sommes des puissances semblables des racines de ce polynome 
égalé à zero, conduisent à mie équation remarquable entre les coefficients de z dans 
le développement de la puissance (1) » et par suite font connaitre la loi des coeffi- 
cients successifs. 

On sait que la somme des puissances p des racines de Tequation 

(2) j«+«— 1 = 

est nulle lorsque Tentier p n*est point un multiple de m + 1, et qu'elle est égale 
à m + 1 lorsque p est un multiple de m + 1. Or le polynome 

«"•-h «*^"-h 4-24-1 

est le quotient de 2""''' — 1 par 2 — 1 ; donc les racines de Téquation 

(3) 2'"4- 2"^' 4- H- 2 4- 1 = 

sont celles de Téquation (2), excepté la racine 1 qui appartient à l'équation (2) sans 
appartenir à l'équation (3). Il en résulte que la somme des puissances p des racines 
de cette demiére équation est égale à m ou à — 1, suivant que p est ou n'est pas 
un multiple de m 4- 1* 
Les racines de l'équation 

(4) (2--»- 2-^' 4- -f- 2 4- ir=o 
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ne soni autres que les racines de l'équation (3) répétées n fois; donc la somme des 
puissances p des racines de Téqualìon (4) est égale à — n quand p n'est pas un 
multiple de m 4- i» et est égale knm quand p est un multiple de m -h i* 
Geci pose, entre les coefficients de l'équation (4) mise sous la forme 

(5) «"-4- A, «-•*- '4- A. «-- »+ -h A^.. % -»- A^. = 

et les sommes S, , S, , Sm» des puissances 1, 2, .... , mn des racines de 

cotte équation, on a les relations 

S. 4- A, = , S, 4- A, S, 4- 2A, = , S3 4- A, S, 4- A, S, 4- 3A3 = 0, 

S,», 4- A| S,»»_, 4- A, S„^, 4- 4- A,w_, S, 4- wnA^, = 0. 

Si Ton résout ces équations par rappon aux coefficients successife A, , A^ , .... 
après y avoir remplacé les sommes des racines par leurs valeurs, on trouve d'abord 
très-aisément les valeurs 

. n . fiH-l. . n4-2. . » 4- m— 1 . 
A, =-j-» A, = — g — A,, A3 = — Aa, A„= — Am^i- 

Les relations qui donnent A^^.! t A^^, Aa^n., en fonction des coefficients de 

moindre indice sont 

— ii(l 4- A, 4- Aa 4- 4- K^i) 4- mA^ = , 

— »(— m 4- A, 4- A, 4- 4- AJ -h (m 4- 1)A«^, = , 

— ii(i — mA, 4- A, 4- + A^,) 4- (m + 2)A^,= , 

— »(1 4- A, — mA, 4- A3 4- 4- A^,) 4- (m 4- 3)A^3 = 0, 

etc 



On en tire 



n-^ m , m 4- 1 

m-j-i "* "" m 4- 1 






A _ »4-m4- i A m 4- 1 ^4 .. 

^^' m4'2 ^^* "" "STT^ ^^' " *^' 

n4-m4-2. m4-l.A av 

^-^= m4-3 A^a-n^jp-j-5(Aa-A.). 



A _ » -4- 2m 4 m 4- 1 ^^ a x 
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De méme des relations 

— n(i H- A, -+- A, -+- ... -4- A^, — mA^ -h A^^, -f- .... -H A^) -h (2m 4- i)A,^, =0, 
— »(— m-|-A,-|-A,-|-...-|-A«— iiiA^, -H A^, + .... -f- A,^,)-h(2m 4- 2)A,«^,=0, 
— »(i— mA,— A,-f-...-l-A«^,— mA^, H- A^j h- ... 4- A,^,)H-(2m h- 3)A,^3r=0, 

— n(lH-A,— mA,4-A34-...4-A^a-i»A«^j4-A«+44-...H-A,«^3)4-(2m4-4)A,^4==0, 
etc 

on tirerà 

_ n4- 2m 4- i . m ■+- 1 ^. a . a a v 

A«(-H-») 2(m 4- 1) ^-^' ** 2(m -h 1) ^* ~" " "^ ^^' ""/^^ ' 

_ n-+-2(m4-i) ^ ^ m H- 1 .^ ^ . a a v 

Aa(«4.i)+i — 2(m-Hl)4-i ^»<^*> 2(m4-l)-hl ^ * "+-^-.+i)+i - a^+J » 

i i-H2(m4-l)-l-l A _?LtJ_a A —A A Y 

Aa,.»^,H.a — 2(m4-l)-|-2 ^»<'"+«»'»-' **2(m-Hl)-+-2^ *"" ' ^(«+i)+»"-A(«^„^,), 



etc. 



On reconnait facilement la loi constante suivant laquelle se forment les relations qui 
nous occupent : elle est exprimée par la formule suivante 



^/l'^^fiF-i 






ift^'A n-f-i(m4-l)4-f*--i ^ n(m-4-l) j . _. 



dans laquelle t est un nombre entier qui peut étre nul, et [i un entier moindre que 
m H- 1 qui peut aussi étre nul; en outre on devra remplacer Aq par l'unite, et A., 
par zèro. 

Si Fon substitue t~l à t dans la formule (6) , on obtient une nouvelle èqua- 
tion dans laquelle figure la somme 

qui fait aussi partie de la relation (6); èlimtnant cette somme entre les deux rela- 
tions indiquées , on trouve une nouvelle relation entre les coefficients A/f,^,^.^ , 

^(m^i)^fi^i f A(i_i)(M^iH.>>» » •^«— iHiM-iM-A»— I » ^*» quand 00 pose 

m 4- 1 = m', 
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pcul 8*écrire 

(7) (tW4-i^)(A<^»^^---A,^+^,)==[{t— n— l)m'H-f*][A<i.,^^^— A(,,,,«»^^,] 

•4- (« — 1 ) [AiB,f^^^, — A<i».t)»»^^»_i J 

ou, plus simplemeut, cu désignant par A^^ le coefficient da terme qui en a fc avniit 
lui dans l'équation (5), 

(8) Af(A,-AK-,) - - [{n-+.l)m-Àf] (A*^-A,i^.,)4-(n-l){A*_.-A*^._.). 

C*esl Téquation que j'avais en vue d'obtenir. Elle s'applique à tous les coefficienls 
du développement de la puissance (1); et, comme elle est susceptible de donncr la 
valeur de ces coefficients de procfae en proche , il s'eusuil qu'elle renferme toutes 
les propriétés de ces nombres. 

Ainsi elle exprimera en parltculier que dans le développement considéré les coef- 
ficients des termcs à égale distance des extrémes soni égaux. En effet, si Fon con- 
sidère les coefficients 

OU 

qui soni respectivement équidistants des extrémes avec les coefficients 

l'équation relative à ces coefficients est 

[(n -f- l)m'— n — At 4- 1] [A^m+D^f-^-a^-i — A,,^„„^«.»«*] = 

(— n-fe4-l){A^_^^., - A^...^) 4- (n — l)[A<.+„^...»^ — A.^^^] ; 

et elle devient identique à l'équation (8) , quand on y remplace les coefficients qui 
y figurent par les coefficients à égale distance des exirémes. 

n. 

Actuellement je ferai converger m vers l'infini» n restant fini ; et je chercherai 
la courbe dont l'ordonnée y, correspondante à l'abscisse x=kdXf est proportionnelle 
à la valeur limite du coefficient A^^ de z* dans le développement de la puissance 

(1 -f- X -f- x*H- -f- O* • 

Soient — a et + a les limites de l'erreur possible à chaque observation. La quan- 
tité yàx sera proportionnelle à la probabilité d'une erreur comprise entre na — x et 
na — x -h dx dans la somme de n observations» et l'aire de la courbe comprise entrc 
les coordonnées correspondantes aux abscisses Xj et x^ sera proportionnelle à la proba- 
bilité d'une erreur comprise entre na^x^ et na — x,. 

Tom. 1. m: S. 1S58. 11 
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Li tombe dberthée a poor éqaatioB dìfférentidle la formvle fiaite tcis laq«dk 
co P Te rg e la rdatkm (8). Je rep r cii d a dose eette éqaatioB (8) ; je la Ariae par &» et 
repréaente réqnatìon fiaie àt la eoorbe dberehée par 

Alorsy oteenrast que indbr eat égal i So, j*ai i la iùaite 



A,^, - A,^^_ = yi«) -/* - aa)=|r-y(» - Sa) ; 
ea aorte qne l'équlk» (8) devienl i b Umile 



(•) 



SP t Su _i 



Geite éqnation est linéaire par rapport è y et à dy» ({uaiid on suppose eonnns 
fix—a) eifix^-a); soo intégrale est donc 

(10) i, x-'k f [«(«+^v-^i/^(*-j;') + («-*m*-a») j^[. 

C désignant une constante. 

Depnìs x = joscjn'à x = 2a , /(a;^2a) et y^(x— 2a) soot nols, car une er- 
rear plus grande cpie na est impossible; donc entre ceslimìtes 

(11) y = Cor-'. 

Depnìs x=^2a jnscin'à x= ia^ d'aprés l'éqnation précédente» 

f{x - 2a) = C{x — 2a)'^' 
et 

f{x — 2a) = (Ji — 1) C (« — 2a)-^; 

donc entre ees limites 

y = 05^» fc. ^ 2C(n-l) wa p'^J^^'^' dxl , 

00 bien 

y == C, «^» — C»(» — 2a)— •. 

D'aiUenrSy comme eette nonvefle expression de y doit coìtieìderaveerexpression (11) 
poor 0^3=20, on a G,=€ et, par conséquent, entre les limites a;s:2ay x^Aa^ l'è- 
qoation de la oonrbe est 
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(12) y = C [«^'— n{» — 2a)— "] . 

Depuis x== Aa juaqa'k a; ^ 6a , 

/(» — 2a) = C [(« — aa)— »— n(« - 4a)—« J , 
el 

f(x — 2a) == (n — 1) C[(« — 2a)— •— n(« — 4a)— »] ; 

par conséquent, entre ces limìtes, 

y =af-* C,-2C{ji — l)na 1-^^ '- ^— '-^ '- — àx 

Effectuant Y integration , el observant que la constante C. doit étre égale à G afin 
que la valeor de y se réduise pour x = 4a a celle que donne la formule (12) , il 
vieni 

(13) y = cLi-'-^ix- 2a)— H- "^^ ~ *^ {x - 4a)— j • 

La loi saivaiit laqaeUe procèdent ces valeun de y esl manifeste. On aura générale- 
menl entre les limites x== (t — l).2a et x = t.2a 

(14) y = Cìar-' --l(x-2o)— ^Y 5=Ì(»-4a)— - .... 



n n— 1 n— (»— 2), „,. ,. n,_, ) 

T~2 j::rr [x-2{t-i)air ■[ 



formule dans laquelle on prendra le demier terme avee le signe + si testimpair, 
et avec le signe — si t est pair. 

Il est facile de s'assurer que, si la loi est yraie pour la valeur de y qui corre- 
spond aux valeurs de x comprises entre (t — 2).2a et (t — l).2a, elle sera vraie pour 
la valeur de y correspondante à l'intervalle suivant , savoir depuis x = (i — I).2a 
jusqu'à X = t.2a. En effet, pour former cette seconde valeur de y d' aprés la for- 
mule (10), on aura dans la quantilé 

[2(n -h l)a — x]f(x — 2a) -h (n — i)f{x — 2a) 

d'abord tous les termes qui ont servi à former la première valeur de y, el en oulre 
le terme correspondanl au demier terme de cette première valeur de y, savoir 

q= C [2(in-l)a-«] Y ^ • • • • '*~^7^^ <" -*)[*- a(« - l)a]-* 
=pC(n-l)^!Ì^.... "-.(^-^) [x-2(«-l)ar-. 



84 ANNAU DI MATEMATICA 

on bien 

d=C2<^f ^ ■••■ "- j^~^) (n -!)[«-(* -8)] [«-a(«- IV»]-'- 
Or celle quanlité divifée par x* a pour intégrale 

-b C — *"~* « — (t — 



1 2 



• • • • I 



- (t — 2) r a? — 2(t — i)g 1'^' 



ce qui, etani multiplié par a^% donne précìaément le demier terme de la valeor (14). 
Si l'on rapproclie la formnie (14) de la formule bien connne 

AV -= (« -f- nA«)* -{a?H-(fi— 1)A«]*-H— -Z-[a5-f-(ji— 2)A«]*— ....ifc«*, 

on voit que, ponr tonte yalenr de a?, l'expression correspondante de y est le produil 
de la constante C par le développement de la différenoe 

dans laquelle àx est égal à 2af ce développement étant bomé anx termes qui con- 

tiennent la poissance (n — 1) d'une quantité positive. J'indiquerai par la caractéri- 

stique A^ les différences dont le développement est ainsi bomé aux puissances de 

quantités positiveSy ce qui me permettra de représenter la coorbe cherchée par la 

seule formule 

y » CA; (x — 2iui)— '. 

Gomme je l'ai déjà dit, le rapport de l'aire de la courbe limitée aux deus ab- 
seisses x^ et x, » à Taire complète de la oourbe est égal à la probabilité d'une er- 
reur comprise entre na — 'Xi et na — x. . Si donc on détermine la constante C par 
la condition que l'aire complète de la courbe, depuis x s= jusqu'à x = 2fia, soit 
égale à l'unite, la première surface sera égale à la probabilité méme de l'errevr. 

Observant que le terme general 



^ n Ji— 1 n — (t — 2) r ^.. .. , 
C-J--2 T^ZT— [« - 2{f - l)a] 



i«^i 



fait partie de la valeur des ordonnées qui répondent à des abscisses comprises entre 
2(t — 1)0 et 29ia, on voit de suite que Fon aura 

Uo Uo t/o I/o 



o 

(Sa) 



r-L" -T <" - *^ -^ T -a- («-2)"- =t »J 

=. IB^ A* ar (pour ^=m\) = (Sa)*. 1. 3. 3 (» — 1). 

n 
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AìDsi Téquatioo de la oourbe de |>rol>abilité des erreon esl fiualemenl 

<*^) y - i.2.3....(n-i)(2ar ^"<' " """)•"' * 

m. 

On 8tìl qne la différence A*«* esl nulle toutes les foia que n esl supérieur à k; 
il en résulle que la eoorbe de probabililé (15) ae compose de denx moilìés égales 
et symétriques, comme cela devail élre. De plus» on s'assarera aiaément que la tan- 
gente i la courbe au poìnt milieu est horiiontale ainsi qu'aux deus extrémités. 

La courbe n'est point analytiquement continue; mais elle se compose d'arca de m 
paraboles de degré n — i, qui ont 4 leurs points de jonclion un contact de l'ordre 
n — 2 9 en sorte que le raccordement est parfait. J'excepte ioi le cas de n a» 2 , 
pour lequel la courbe se réduit à deus droites également inclinécs sur Taxe des x. 

n est commode dans les applications de transporter l'origine des abscisses au point 
qui répond à une erreur nulle, et de conserver la méme expressìon de y quand le 
signe de l'erreur correspondante vieni à changer. Pour cela il sulfit de changer dans 
l'équation (15) la lettre x en na:^Xf en faisanl correspondre le signe — aux abscisses 
positives, et le signe + aux abscisses négalives. On oblienl ainsi la doublé équalion 

i 

(16^ Me- A^C = » — Ita)""', 

^ ' y i. 2. 3 (n ^ l)(2a)* *^' ^ "»- * ^' ' 

c'est-à-dire que l'on a 

+-r^[=^* + («-*)«r'- ] 

sous ces deux oondilions: que la formule soil bomée aux termes qui, pour la valeur 
considérée de x, contiennenl la puissance n — 1 d'une quanlilé positive, et que Ton 
prenne dans chaque lerme le signe supérieur ou le signe inférieur sui vani que x esl 
posilifou négalif. 

Dans ce nouveau syslème d'axes la quanlilé yàx esl proporlionnelle è la proba- 
bililé d'une erreur comprise enlre x et x -h dx dans la somme de n observalions, 
ei la probabililé P d*une erreur comprise enlre les limiles — {a et -h &>, esl donnée 
par la formule 

P^2 I ydx. 
U est facile de voir que celle probabililé P est indépendanle de a; en sorte que 
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l'on peut faire a égal i l'iuihé dans ks fonnnles (15) et (16), el powr 



-x- 



(18) P=2 I yàx . 

Il en réralle encore celle aulre oonséqaence, que la probabilité d'une eneur eomprise 
enlre les limiles — x^ ^ el -h Xj dans la somine de n obaervatioosy kmqoe ks li- 
miles de l' erreur posaiUe à chaqae observalion aool — a el + a , eit égale k la 
probabìlilé d'une erreor compriae enlre lea limiles — ax^ ei -h ax^ ^ dans la somme 
d'nn second système de n observalions» ponr leqnel les limiles de l'erreor pòssible à 
chaque observalion seraienl — aa el -h aa, En particalier, la probabililé d' ane er- 
rear eomprise enlre les limiles — x, el + x^ dans la moyenne de n obseryalions , 
ponr chacune desqnefles les limiles de Terrear pòssible soni — a el + a, esl égale 
à la probabililé d'nne erreor eomprise enlre les mémes limiles — x^ ei -h x^ dans 
la somme d'un second systéme de n obseryalions ponr chacone desqnefles les limiles 

de r erreur pòssible seraienl el H • 

Ifainlenanl il esl facile d'assigner exaclemenl la probabililé que l'erreur dans la 
somme on dans la moyenne d'un nombre quelconque d'observalions lombe enlre des 
limiles données à volonlé, lorsque dans chaque observalion l'erreur peul recevoir in- 
différemmenl loutes les valeurs comprises enlre deux limiles connues — a el + a. 

AppUcaHon à la détemUnation du temps par l'instrument des passages. — Je 
suppose qu'un astronome observe le passage d'une éloile aux cinq fils verlicaux du 
réticule d'un cercle méridien. U noterà seulemenl les dixièmes de seconde, el prendra 
la moyenne des cinq époques pour l'epoque du passage de l'éloile au méridien, après 
avoir corrige le résullat des erreurs de niveau, d'azimulh el de collimalion. Or dans 
la moyenne on conserve souvenl le chiffre des centièmes de seconde qui termine le 
quolienl de la division. Ghcrchons quelle esl la probabililé P que ce chiffre esl exacl, 
en supposant les dixièmes de seconde parfaitemenl comptés dans les cinq observalions. 

Nous avons ici n=5 , iL = o, 01 , — £ =0, 005, £ = -s-' ^^^ <*'^)» <*^) 



P = 



1.2.3 



lj^j\(5 - «)*- 1 (3 - .)*+ ^* (1 - x)*]d* 



La probabilité que l'erreur de la moyenne ne dépasse pas un centième de seconde 
serail 



F= 



1. 2. 3. 4. 2 J o' [<' - -)^ - T <^ - -)*-^ O (*--)^]<^=-iJ=0.55. 
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Si l'astroinmie a observé deux fois le passage de l'étoUe aux cinq fils da réticule, 
la probabilìté II que dans la moyeniie de ces dix observations le chiffre des centièmes 
de seconde est exact, est 

n = fldO— »)9 — — (8— »)«4.i5:?(6— «)» 

1.2.3.4.5.6.7.8.9.2'Vo L * *-2 ^ ^ 

40.9.8,. ,^ 10.9.8.7 ,„ ,J^ 381773117 ^ .^^^^ 
- T2T<*-^)'-^ T2X4 <'-*)T= 92897» = ^^ **^^^ ' 

et la probabilité que l'errear de la moyeniie ne dépasse pas un centième de seconde, 
est 

n'= I [(10— »)«— — (8— »)»-4-— (6— «)» 

1.2.3.4.5.6.7.8.9.2" Jo [ 1 12 ^ ' 

670901248 



*0.9.8,, ,, 10.9.8.7 ,„ ,J^ 

- T2X<*-"^)'^T2X4 <^-^)T= 



928972800 



= 0.. 72216 



Si Fon supposait que robservateur puisse se tromper d'un dixième de seconde dans 
Testimation de l'epoque du passage de l'astre à cbaque ili du rélicule , la probabi- 
lité que l'erreur de la moyenne ne surpasse pas un centième de seconde serait le 
nombre P dans te cas de cinq observations, et le nombre II dans le cas de dix ob- 
servations. 

La table suivante donnera une idée la marcbe des probabilités des erreurs, quand 
le nombre des observations augmente successivcment d' une unite, n est le nombre 
des observations, et P, est la probabilité que Terreur ne dépasse pas les limites — ia 
et 4- ùi dans la somme des n observations. 

n= 2. 
P - ^ 



n = 3. 
*^'-24' ^^ = 24 



n = 4. 
P,= 115A, P,= 176A, P3=191A 



HH 
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5. 



F, - 1056 A , 



V^""moj 



P3= 



1888 A f 
1919 A. 



( 



1 



23040 



) 



P^_11774A, 


P4= 22976 A , 


^- 19328 A, 


P5>= 23039 A . 


IS»« 22317 A , 





P.» 154624 A, 
p.» 259723 A , 
P5-0 307072 A , 



n = 7. 
V^*^ 322560/ 



P4' 
Ps' 

P6' 



320380 A 
322432 A 
322559 A 



P.^ 

Pa 

Ps» 
P4' 



2337507 A 
3998464 A , 
4822795 A , 
5097472 A , 



(' 



n = 8. 



5160960 



) 



p«= 



5154407 A 
5160704 A 
5160959 A 



P. 
P.- 
Ps= 

P4 



(' 



fi=s9. 
1 



92897280 



40084640 A , 
69413294 A , 
85160448 A , 
91121266 A , 



P« 
P. 
P3 

P4' 
Ps' 



(' 



n=10. 
1 



:)• 

P5 

PS= 

p,- 
p«= 



i) 



92639744 A 
92877606 A 
92896768 A 
92897279 A 



763546234 A , 
1341802496 A, 
1670469516 A, 
1807919104 A, 
1848770420 A, 



1857945600^ 

P«r= 1856907264 A 
P7» 1857886561 A 
Pg:^^ 1857944576 A 
P9» 1857945599 A 

{QnUmua). 
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INTORNO ALLA QUESTI(»)E : 

BIPOaTAEB m UNA SUPBRFICIB PIANA SFERICA UNA FIOUEA SITUATA IN UNA 

SUPKIFIOB QUALUNQUE DI EIVOLUZIONB TALMENTE CHE LE PARTI 

DELL* DfAGINS E DELLA FlfiURA ARBUNO LE AREE 

IN RAPPORTO COSTANTE. 

MEIKAIA 
D£L PROF. DELFINO CODAZZI 



D problema di riportare in una data superficie una figura situala in un'altra pure 
data fu trattato fino ad ora dietro il punto di vista, indicato da Lambert, cbe Tima- 
gine e la figura si somigliassero nelle parti loro picciolissime. Lagrange diede la so- 
luzione pel caso di superficie piane e di rivolunone; più tardi Gauss diede la solu- 
zione generale per ogni sorta di superficie. In questa Memoria intendo di trattare il 
problema pel caso d'una superficie di rivoluzione da riportarsi in una piana o sferica, 
e dietro il punto di vista che le parti delle due superficie abbiano le aree in rap- 
porto costante. Il problema, enunciato cosi , non è determinato ; quindi lo tratto in 
due diversi modi assuoiendo successivamente una novella condizione oltre quella dello 

aree. 

PARTE PRIMA. 

1. 

Le coordinate rettangole d'una superficie qualunque data, e quelle d'una super- 
ficie che abbia costante il prodotto de' due raggi di curvatura si ritengano espresse 
mediante -i due medesimi parametri u, v. Ora due punti situati nelle due superficie 
si diranno . corrispondefUif quando saranno individuali da una slessa coppia di valori 
de'parametrì; due linee situate in esse, oppure due porzioni delle medesime due su- 
perficie, si chiameranno corrispondeniiy quando ciascun punto dell'una sarà corrispon- 
dente di ciascun punto dell'altra. Ciò premesso, consideriamo la questione: Riportare 
nella seconda superficie una figura situata nella prima in guisa che le aree di due 
porzioni corrispondenti delle due superficie siano tra loro in rapporto costante , ed 
in guisa che due famiglie individuate di linee ortogonali esistenti nella prima super- 
ficie abbiano le corrispondenti nell'altra pure ortogonali. 

Siano ttascost., i;=cosl. le equazioni delle due famiglie individuate di linee ortogo- 
nali esistenti nella prima superficie; a;, y, z le coordinale rettangole della medesima; $ 
l'arco d' una linea qualunque situala in essa ; e si dinotino con apici in allo ed in 
basso le derivate prese ordinatamente rispello ai parametri u, v. 
Tom. L M. 9. isss. 19 
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Ponendo 

(1) af'^f-^7!'=m\ «'«.-Ht('y,H-A=0, «/-h y/^- «;= n% 
ove le m, n sono funzioni conosciute delle u, v, avremo 



'•{%)- '-m- '• 



Si chiamino X, Y, Z le coordinate rettangole della superficie che ha costante il pro- 
dotto de'due raggi di curvatura; S l'arco della linea corrispondente a quella d'arco ». 
Ponendo 

(3) X"-h Y"-h r= M\ X%4- Y%-h Z-Z «0 , X,*4- Y^-h Z;= N* 
ove le M , N sono funzioni incognite delle u^ v, risulterà 



<•' «-(b)"-^©"- '• 



La condizione concernente Tortogonalita delle u =cost., v =s cost. in questa super- 
ficie si trova espressa con la seconda (3) ovvero con la (4); la condizione risguar- 
dante la costanza del rapporto tra le aree s'esprìmerà con la seguente 

(5) MN ^ 9^mn , 

ove ^ dinota una costante data. 

Si chiami h* il prodotto costante de'due raggi di curvatura della seconda super- 
ficie, e si applichi alla (4) la formola di Gauss; si troverà 

Per mezzo delle (5), (6) si determineranno le M, N; di poi per mezzo delle (3) 
si determineranno le X, Y, Z in funzioni delle u, v. 

2. 

IHie angoli situati nelle due superficie (x, y, z)» (X» Y, Z) si chiameranno corrUpon" 
denti f quando risulteranno dalle intersezioni di linee rispettivamente corrispondenti. 
Troviamo la relazione tra gli angoli corrispondenti formati dalle due linee d'archi s, S con 
le V = cost. delle due superficie. Chiamando ordinatamente /, L questi angoli, avremo 

(7) cos/=mjj-, tangZ=-jj^, co8L=M3^, tang L - ^j- jj^ ; 
da cui 

M - IH . , 

(8) ^tangL = — lang/. 
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Determinate le M , N » quest'equazione farà conoscere l'uno de' due angoli , quando 
sia dato l'altro. 

Formiamo anche i valori de' raggi di curvatura geodetica delle due linee corri- 
spondenti d'archi «, S. Chiamando ordinatamente r, R questi due raggi, avremo per 
nota formola 

i ài mjcos l — n'sen l 1 dL M.cos L — N'sen L 

(9) — = -Tr + -' — ' ^=- — 4--^ Tirs -; 



r 



d» ^ mn ' R "^ dS ^ MN 



perciò se si dinotano con r^, R. , r^ , K, i valori delle r, R relativi ordinatamente 
alle linee v = cost. , u = cost., saranno 

(10) JL=ì?!l, L^^^, ^=J^, ^ - ^' 



r. mn r^ mn R« MN R^ MN 

Osserviamo che ciascun rettangolo infinitesimo formato nella superficie {x, y, 2) 

dalle u = cost., v = cost. si trova rappresentato nella superficie (X, Y, Z) per mezzo 

d'un rettangolo infinitesimo proporzionale ad esso quanto all' area , ma dissimile da 

esso in general^ quanto a'iati. È chiaro che la dissomiglianza sarà tanto minore, quanto 

M N 

più poco differirà l'uno de'due rapporti — 9 — dalla quantità a -, dimodoché , po- 

, m n 

nendo 

(11) — = 1^(1 -f. A) , per cui — = ^ 



m ^^ '^ n 1-f-A 

sarà minima la dissomiglianza, quando sarà minimo A. La (8) mediante (11) diviene 

(12) (1 H- A)*tang L = tang / ; 

la quale insegna che, quando A è minimo, è pure minima la differenza tra gli an- 
goli corrispondenti /, L. 

3. 

La superfìcie (d?, y, z) sia di rivoluzione; ed i parametri u, v dinotino ordinata- 
mente l'arco d'un meridiano qualunque contato dal punto in cui Tasse di rotazione 
incontra la superficie, e l'angolo formato dal meridiano qualunque con uno fisso. In 
questo caso è chiaro che la quantità m ha per valore Tunità , e che la quantità n 
esprime il raggio d'un parallelo qualunque ed è funzione di u soltanto. Se la super- 
ficie {Xt if, 2) fosse sferica, denominando X il raggio, avrebbesi 

(13) n = X8en— ; 

A 

da cui 
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(14) pnàu = X' /l - coB-^-V 

Se poi la superficie fone un ellittoide di riTdoiioiie, b n sarebbe data da 



(15) 



. Wizfe^.. 



ove II significa il semiasse di rotazioDe e v il raggio dell'equatore. anche sareb- 
bero, chiamando e l'eccentricità, «> l'angolo formato dalla normale al meridiano con 
l'asse di rotazione , 



(16) 
da cui 



,=v(i-or — L_d«. ii=.v, ^i\ , \A^=.i 



t-» 



(i7) Cnéu = l] (^-cos^Xl+^'eos.) /(i-f«)(l-«eos.) \-^ 

La superficie (X, Y, Z) può essere, com'è noto, piana , sferica oppure la super- 
ficie di rivoluzione generata dalla linea avente le tangenti di lunghezza costante, se- 
oondoohè l'unità divisa pel prodotto de'due raggi di curvatura è quantità nulla, po- 
sitiva negativa. Di questi tre casi considero i soli primi due, quelli cioè nei quali 

1 

•jy è nulla positiva. 

La teorica delle carte geografiche insegna a riprodurre sopra un foglio di carta 
una parte della superficie terrestre, supposta sferica o tutt'al pii un, ellissoide di ri- 
voluzione. Quindi se la superficie (x, y, %) è la terrestre , il valore di n sarà dato 

1 u 

dalla (13), oppure dalla seconda (16); nel primo caso -7-ir-^-?-> nel secondo 

1 . 

-^n — u dinoterà la latitudine; in ambi i casi v sarà la longitudine, l l'azimut. Se 
2 

l'imagine deve soddisfare alle condizioni esposte nel n®. 1, si determineranno, oome 

i 
ivi è stato detto, le quantità M, N, X, Y, dopo aver posto -ti ==^ ^ « Z *» 0. Le 

soluzioni conterranno alcune funzioni arbitrarie, afle quali si potranno assegnare i va- 
lori più opportuni sia per riguardo alla costruzione dell'imagine sia per riguardo alla 
destinazione della medesima. Intanto osserveremo essere bene che le linee conrispon- 
deati de'meridiani e de'paralleli terrestri si possano tracciare sopra la carta con ^tr> 
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lezza e eon facilità, perchè le posizioni de'yari punti si riferiscono sempre ad esse ; 
e quindi conviene che le medesime siano linee rette e circolari. 

4. 

Esaminiamo se una figura situata in una superficie qualunque di rivoluzione possa 
essere riportata in una superficie piana o sferica , talmente che le linee corrispon- 
denti de'meridiani siano geodetiche. 

1 

In questo caso dobbiamo avere ^^ = , per cui M^esO, come insegna la terza 

(10). Quindi la M sarà funzione di u soltanto; se si ponga 

(18) JMdu^U, 

ove la U si annulli con u. Segue dalla (5) che anche la N è funzione di u soltanto; 

quindi R» , come insegna la quarta (10), sarà costante in ciascun punto d'una me- 

1 

desima u = cost. Concludiamo pertanto che, se rr* = . le corrispondenti de' meri- 

n 

diani possono essere linee rette, ed allora le corrispondenti de'paralleli saranno rette 

1 

parallele oppure linee circolari concentriche ; e se ts- è quantità positiva , le corri- 
spondenti de'meridiani possono essere archi di circoli massimi, ed allora le corrispon- 
denti de'paralleli saranno archi di circoli minori situati in piani tra loro paralleli. 

1 

Quando rr"= e le corrispondenti de'paralleli sono rette parallele, abbiamo 
h 

(19) N=co6t. , Mss^n, U^^^jfidu; 

in seguito, disponendo l'asse delle X parallelamente ed esse rette, 

(20) X = Nv , Y = U , 

ove si sono ommesse le costanti arbitrarie, perchè ciò vale lo stesso che trasportare 
gli assi parallelamente a sé medesimi. Se la carta geografica deve riprodurre una 
porzione poco estesa di superficie terrestre, occorrerà determinare la N in modo che 
la quantità A sia nulla in ogni punto della u = cost. corrispondente al parallelo me- 
dio di quella porzione; allora indicando con fio il valore di n relativo ad esso pa- 
rallelo medio, avremo 

(21) N = ynp . 
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1 
Quando tt = e le corrispondenti de'paralleli sono linee circolari concentriche, 
h 

si chiami p il raggio di quella tra esse che corrisponde ad ti = ; avremo mani- 
festamente in ogni punto di questa linea 

N' 
N=p, R, = --p, m'^*' 

Ciò premesso, la (6) con riguardo alla (5) somministra 

(22) N*= p'-f- 2g* 1 ndu ; 
per cui 

(23) M= j ^" U + p = k/p'+ 2g' f'ndu . 

In seguito, ponendo 

(24) X = (U -4- p)cos V, Y = (U -4- p)sen V , 

le (3) daranno 

V=t;. 

Qui pure, se la carta geografica riproduce poca parte di superficie terrestre, conviene 
determinare la p talmente che la quantità A sia nulla in ogni punto della linea cir- 
colare corrispondente al parallelo medio; quindi, indicando con Uq il valore delle u 
per esso parallelo, si metterà 




•«•o 



(25) P = (/ 1/ «; - 2 J^ ndu . 

Se poi la carta geografica deve riprodurre uno de*poli terrestri, converrà porre 

p = 0. 

5. 
Passiamo al caso in cui la-^ è quantità positiva. Si chiami hsen-j- il raggio di 

n n 

qM Circolo minore che corri^nde ad u =: ; avremo manifestamente in ogni punto 

di questa linea 

M i P « 1 p N' p 

N =s A sen-^ » R^ = — fc tang -f- » rjj- = cos «y- • 
n h ai h, 
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Ciò premesso, la (6) con riguardo alla (5) fornisce 



^'^'-hi^T-H'^^yi' 



ne seguono 



M = — Tj y -3--=;; ^7-, U4-p=fcAngcos(cos4- — ?r I ndtt). 



Perciò saranno 



cos ^ 



(26) 



^ = cos^-|.J^ndu, 



N=.fcsen:-=l-i-, M== 



, U-hp 
Asen - - 

ri 



Dipoi, facendo 
(27) X = fcsen5^co8V, Y = fc sen ^J^f aen V , Z=-fccosH^, 

n n h 

le (15) daranno 

Se la superficie (x, y, z) è la terrestre, e se poca parte della medesima dev'es- 
sere riportata nella superficie sferica, converrà disporre delle costanti h , p talmente 
che le quantità A» A' siano nulle in ciascun punto della linea corrispondente al pa- 
rallelo medio. Allora per ciascun altro punto A sarà del second'ordine relativamente 
alla distanza da esso parallelo. In generale mediante la prima (11) e la terza (26) 
abbiamo 

I. U+p,^ ^, U-hp,^ ..a h U-f.p ^, 

h sen ■ ' ^ (1 4- A) =on ; cos , ■ (1 -H A) H sen ■ . ■■ A'= cos w; 

h n g n 

ove 0) dinota 1' angolo formato dalla normale al meridiano con 1* asse di rotazione. 
Quindi, indicando con Uo » c<>o i valori delle U, &> quando ti = fio , ,sarà 



per cui 



h "- 



(28) h = -2^ , cos-l- = cos «o -f.^ f ndii . 

sen6>o n '» Jo 

Se pò! tutta la superficie terrestre dev'essere riportata nella superficie sferica, occorrerà 
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disporre delle costanti h, p talmente che l'equatore ed i poli della seconda corrispon* 
dano rispettivamente all'equatore ed a*poli della prima; quindi si faranno 

(29) p = , fc = j 

indicando in questo caso con u^ la quarta parte del meridiano terrestre. Tutto ciò 
vale qualunque sia la superficie di rivoluzione attribuita alla terra. 

Quando si ritenga che la superficie terrestre sia quella d*un ellissoide di rivolu- 
zione, la prima (26) per mezzo della (17) diventa 




e-'— « 



(30) coa^'^P-COfl P yV (l~COSa))(l-f-e'cOSa)) /(m-c)(l~ecOSa)) \' 

(50) COS ^ -COS^ ^1 l-e*C0S*a> ^*^V-i)(l-f-ccosa,); 

Questa formola contiene una relazione tra gli angoli . ^ , u , la quale può tornare 

n 

utile neiralta Geodesia; basti su questo punto Faccennare quanto segue. Abbiasi in una 
parte della superficie terrestre una rete di piccioli triangoli formati con geodetiche , 
dei quali si conoscano un lato in grandezza e posizione, e tutti gli angoli. Il lato co- 
nosciuto sia riportato debitamente nella superficie sferica; ed invece delle linee corrispon- 
denti de*lati incogniti si prendano a considerare archi di circoli massimi tangenti ad esse. 
Questi devieranuo da quelle di quantità trascurabili nella maggior parte de'casi; ed ove si 
richiedesse l'esattezza, potrebbe calcolarsi con facilità la deviazione. Dapprima gli archi de' 
circoli massimi si condurrebbero da'punti del lato già riportato con una direzione indicata 
dalla (12), si determinerebbero le quantità U, v, L relative ai punti di loro intersezione 
mediante le formole della trigonometria sferica, e se ne concluderebbero per mezzo deUe 
(12), (30) le 6), l relative ai vertici corrispondenti della superficie terrestre. In seguito gli 
archi de'circoli massimi si condurrebbero da'punti antecedenti d'intersezione sempre con 
una direzione indicata dalla (12)3t e si procederebbe come sopra fino a che tutta la rete di 
triangoli fosse riportata nella superficie sferica. Allora la posizione geografica si dei lati che 
dei vertici della rete sarebbe conosciuta. Gauss ha già dato una formola analoga alla (30) 
pel caso in cui l'ellissoide di rivoluzione e Ja {Superficie sferica debbano avere simili tra di 
loro ìe parti infinitesime (*); egli ha dato altresì gli sviluppi opportuni della sua formola in 
riguardo al)isogni dell'alta Geodesia (**). 



(*) V. la Memoria — Allgemeine Anflosong der Au^abe: dieTheile einergegebnen Pliche aafeiner 
andeni gegébnen FUehe ao abambildan, daaa die Abbildoog dem Abgebildeten in den Rleinateii Theilen 
ahnlieh wird; — di Gauaa. 

('*) V. le due parti della Memoria — Uutersuchungen iiber Gegeoataode der bdhem Geodiiie ; — 
dello 
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6. 

In generale, quando nessuna derivata della M o della N é zero, e quando le m, it 
sono funzioni qualsivogliano delle u, v, s'ouiene dalle (5) , (6) mediante 1' elimina- 
zione della N 



l^mn 



'). j . ( V(mn)' . / 1 Y j' _ ìg'mn 



ovvero 



J/M* \ ^ M* (mn)J , {/g'mn\' . g'mn (mi»)' )' ag'w» 



Questa equazione, ponendo per brevità 

M* 

-i — = T , log mn = f , 

g mn ^ 

diventa 



,T..,,T,,4(l)-4)J-2^, 



ovvero; eseguendo le derivazioni indicate ed ordinando, 
(31) T'T^ — Tr-H t,VT, -4- 2T'* — l'IT' 4- Ij* -4- rT* 4- ^5^ T'=:0. 

Formo di questa equazione l'integrale alle derivate parziali del prim'ordine, se- 
guendo il metodo esposto dal sig. Prof. Bordoni (*). L'integrale sia 

A(T, , r , T , w, u) = ; 

desumendone i valori deUe quantità T«, T*, sostituendoli neUa (31), ed eguagliando 
a zero il eoefficiente della T'^ , si trova 



(n;y-'-(5r)"' '•"' ?S— ^ 



dA __^ dA 
dT, di' * 

Se ne conclude mediante l'integrazione 

(32) A = T' =4= TT, — B(T, w, u) « 0, 

ove B è funzione delle sole quantità notate tra parentesi. Questa equazione riduce 
(31) alla seguente 



O Vedi Lettoni di Caleolo Sobllme, del Sig. Prot Bordoni. 
Tea. 1. R*. 3. 1S6S. 13 
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- T' j 2T ^ - sB -j- rr ± «J» j 

la quale, dovemlo atutistere ìndìpenàeaUmtDie da T, si dceonupoiie aefle due 

dR 
2T ^ - 3B -h IT tt ij* = , 
ili 

TBg-Tg=t:r J?-B'±,JTH-a* + iT» + V£t» = o. 

La prima di queste, posta sotto la forma 

' T ir-^ — r^ = «' 

somministra mediante l'integrazione 

(33) B = T' C(v, u) -4- tT =F Ij* ; 

ove C è funzione delle sole quantità v, u. La seconda per mezzo di (33) diviene 

la quale, dovendo aver luogo indipendentemente dalla T, si decompone nelle tre 
a dC_ 2 dC_ r'±if , V'' 

Integrando le prime due ed indicando con Ac* la costante arbitraria, risulta 

(84) C* = 4cV ; 

la quale riduce la terza a 

(35) i;=fc (c*-i-|iy==o. 

Ne segue ohe la (31) ha per integrale alle derivate del prim'ordine la 
(36) T =fc TT, = Tiice^ T*" 4- l'I q= tj* , 
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ove t =!= =i= 1 ; quando però la funzione dala t soddisfaccia all' equazione di condi- 
zione (35). 

Gol sostituire nelle (35), (36) invece delle T, t ì valori loro s'ottengono 

(37) (log firn): ±: (e' 4- Mmn=0 , ^'mnM'd=M*M — tc^nM*— ^'(mn)'M=0 . 

Quindi la difficoltà di riportare, con le condizioni esposte nel num®. 1, in una su- 
perficie piana o sferica una figura tracciata in una superficie data qualsivoglia é ridotta 
a trovare in quest'ultima due famiglie di linee ortogonali u = cost. , v = cost. tali 
per cui la prima (37) sia soddisfatta. In seguito, la seconda (37), per mezzo dell'in- 
tegrazione e la (5) somministreranno i valori delle M, N. 

PARTE SECONDA. 

1. 

Si voglia riportare in una superficie piana o sferica una figura situata in una su- 
perficie, che riterremo addirittura di rivoluzione, in modo che siano verificate le due 
seguenti condizioni : le aree di due porzioni corrispondenti delle due superficie siano 
tra loro in rapporto costante ; gli archi de'paralleli e delle linee ad essi corrispon- 
dentiy siano pure tra loro in rapporto costante. A questo modo è chiaro che ciascun 
rettangolo piccolissimo formato nella data superficie da paralleli e meridiani, ed il pa- 
rallelogrammo ad esso corrispondente situato nella superficie piana o sferica hanno le 
basi e le altezze rispettivamente proporzionali. 

Le quantità tf, v, n, g^ fc*, 5, I, X, Y, Z, S, L, R conservino i significali della 
parte prima; inoltre siano 

(1) X'*+V+r=«, X%^YY,^Z7,, = fi, X,*-hY»H.Z? = y; 
per cui 

<^) Kds)-^'^dSds^<ds) = '- 

La condizione che concerne la proporzionalità delle aree s'esprimerà con la 

(3) •«y ^ p»= g*n } 

e la condizione che risguarda la proporzionalità degli archi delle u =s cost. , oppure 
ddle V =■ cost. , s'esprimerà rispettivamente con la 

(4) •7=^t 
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oppure con la 

(5) V^« = g. 

Si applichi alla (2) la forinola di Gauss ; risulterà 

(6) 2(«y -r)D - «A - PB - yC ^}tL^±)l ^ q . 

ove si fecero per brevità 

A=:«,7,-. 2PV,-4- /*, B= 0^7,- «,/ - 2«,ft4. 4/3'ft- 213'/, 

C=<//-2</ft+«;, D=:«^-213: -H/'. 

Le equazioni (3), (4)» (6), ovvero le (3), (5), (6), sonuninìstreranno i valori 
delle «I |3y 7 ; in seguito le equazioni (1) daranno i valori delle X, Y, Z. 

2. 

Troviamo la relazione tra gli angoli formati con \e v = cost. dalle due linee cor- 
rispondenti d*archi s^S. 

Indicando con B L'angolo compreso tra le linee u = cost. , v =s cost. situate nella 
superficie (X, Y, Z), abbiamo 



Inoltre 



ovvero 



da cui 



Se ne conelude 



COSfi =» -7=- 

^ y^ tì Y^dY Z;^dZ 

^a dS ^a dS ^a dS 
, / du |3 dv 



du 

V^oy-P* dli . , "dT"*"^ 

sen L « — ^-T jg » cot L = . , 



cot L = col fi 4- . 4 . n cot / ; 

^«y — P' 



oppure mediante la (3) 

(7) col L = col e 4- T col /. 
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Nel caso in cui abbia luogo la (4), siccome 

^•7 = v^«y-P*« da cui S^-=;sri' 

cosi la (7) diventa 

w . * col / 

(8) cotL=«coieH !-• 

^ ' sen fi 

E nel caso in cui abbia luogo la (5), essa diviene 

(9) cot L » col 9 + col < . 

In ambi i casi queste due semplici relazioni permettono di determinare con facilità 
Tangolo L, quando siano conosciuti gli angoli l»0. 



Esprimiamo il raggio di curvatura della linea qualunque d*arco S supposta piana 
mediante le quantità «i |3, / e le derivate loro parziali. 

Disponendo il piano XY secondo il piano della linea, per cui Z «= 0, è noto che 

± dXd*Y_dYd*X 
^^ R"*dSdS^ dSdS^' 

Ora dalle equazioni 

dX ^fàu ^ dv 
dS'"^d?"*"^dS' 






dS dS ^ MS 



d 

dS 
si conelude 









los àsmàu n matematica 

Le (1) «MMBuMtrano meiìamU la fcii i Jik we «Mie Ire cuffie frfiiririBi 

xi: + mr: =1- a, , i^ + yx = {-/j 
x'x.-(-Yir. = ft--|-/, x;i. + Y.Y.=-|-7.j 

dblle quali n deducono ordìnarianenle le Ire cofpie seguenti 

(XX - vxjX'=i-T, -ffr-l.a,y, 

(1% - Y-XJY' = (^ - 4" ')^' - T'^ ' 
(XX - Y%)X;=-|-X- 4-/^ ' 

(XT, - Y'Xjy:=Ì- A' - -|-*A ; 

(XT, - Y%)X. = (ft - 4- /)y. - T rT . 

(XX- Y%)Y. =-|-r;t' - (ft -4^/)x. 

Dipoi si fonneraimo facifanente 

(XX - Y%)(X'Y' _ Y-X*) = «(^ - i- .,)- -|- P«^ , 

(XX - Yat,)(Xr - Y^L») = fi(p-Y ')- T y^ • 



(12) 



(XX - Tf%)(xx - y;^:) = i- «/ - i-pa, . 

(XX - ¥X)(x,y; - y;c) = 4" P^ - 4- '"" 
(XX - TTy(XX - YTLj = 4- «y. - p(ft - 4- '') 
(XX - Y'xj(x,Y. _ Y^.) == 4" Py- - y(ft - 4" ^ ) 
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Inoltre dalle stesse (1) si deduce 

(13) \% - ¥% = •ÌF^T . 

In con8e([;aenza la (10) per mezzo delle (11), (12), (13) diventerà 

3 



f^-|-(^-i-)->l(S)' 



K^-f'.)-4''*v-H(S)'l 

|t'.-K*.-t/)-»'-HjÌ(^)" 

la quale fa conoscere il richiesto valore della R. 

Per le linee v = cost. , u = cost. situate nel piano sono manifestamente 



In primo luogo trattiamo la questione : Riportare in un piano una Agan situata 
in una superficie qualunque di rivoluzione in modo che siano in rapporto costante si 
gli archi de*parallelì e delle linee loro corrispondenti che le aree delle porzioni cor- 
rispondenti di superficie. A questo modo ciascun rettangolo della superficie di rivo- 
iuzione, il quale abbia per base un arco picciolissimo di parallelo e per altezza un 
arco picciolissimo di meridiano, si trova rappresentato nella carta per mezzo d* un 
parallelogrammo, che ha la base e l'altezza rispettivamente proporzionali alle analoghe 
quantità del rettangolo. 

La questione sarà risoluta mediante le (3), (4), (6), ove si faccia -r;= 0. Le 
prime due forniscono 

(16) y=^n*, « = ^«-H^. ; 

in conseguenza 

A= 4^*n«, B =— 4^;^- 4^ -H 4^ft- 4^nn'P', 

C=: 4=^-42-^-^ 4^^.45^ H.4?;e?. 
n »• 9*ji* j^n' ^*jr ' 
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per cui 

«A -h |3B H- yC = V»**»'*- 
Inoltre 

Sostituendo nella (6) questi valori, essa diventa 

(17) m, - STn'ft H- ^nV = 0. 

5. 

Esaminiamo se la ^ dell' equazione (17) possa essere determinata in modo che 
le corrispondenti de'paralleli siano linee rette o circolari. 

É chiaro che la ^^ è zero, quando le u = cost. situate nel piano sono rette; 

e che la stessa è funzione di u soltanto, quando le u = cost. sono linee circolari. 
La seconda (15) mediante la (16) somministra 

(18) ft = ^'(nn'~ ^y, 
la quale riduce (17) a 

1 1 

Questa equazione è soddisfatta da sé stessa, quando |r-=0; e fornisce, quando^ è 

funzione della sola u , ^ 

(19) R, = ^(u -f- G) , 

indicando con gG la costante arbitraria introdotta dall'integrazione. 
Nel primo caso la (18) sonuninistra 

(20) ^ = g^nnlv -hjlu) , 

ove Jlu) dinota una funzione arbitraria della u. Ora , la famiglia delle ti = cost. 
situate nel piano s'esprima con 

Y==:aX-l-ò; 

ove a, b sono funzioni sconosciute della sola u. La terza (1) diventerà 

(1 4- a*)X?== ^11* i 
da cui 

X== , ^ .v-HF(ti), 



PURA ED APPUGATA. 105 

essendo F(ii) una funzione arbitraria della ti» ne segue 



gna 



. V 4- oF -f- ^. 



•l -4- a* 
In seguito alla sostituzione di questi valori delle X, Y la seconda (1) diviene 

^^{P + a(«F-H»)'H/; 
e la prima (1) si decompone nelle tre 

L'equazione a^=s insegna che le u s= situate nel piano sono rette parallele tra 
loro; dimodoché, disponendo l'asse delle X parallelamente ad esse, per cui a = 0, 
le restanti equazioni forniranno 

(21) /= ^P , b=^ dzgu} 

è stata ommessa nel valore di b la costante arbitraria, perchè ciò vale lo stesso che 
trasportare l'origine dall' uno lato all'altro punto dell'asse delle Y. S'ottengono cosi 

(22) X=^vH-F(«), Y=:tgu} 

ove la F è funzione tuttora arbitraria, per mezzo della quale può farsi che la linea 
corrispondente del meridiano principale, cioè del meridiano pel quale t; =: 0, sia una 
linea qualsivoglia data. Se questa linea dev'esser retta e disposta secondo l'asse delle 
Y.si porr&F:=0. 

Nel caso, in cui le linee corrispondenti de'paralleli sono circolari, la (18) som- 
ministra» indicando con /{t^ una funzione arbitraria della u, 

(SS) (J = g'(tm' - jj^) V +/{u) . 

La Camita delle u =:co6t. situate nel piano s'esprima con 

(X ^ a)V (Y - 6)* = g'{u H- G)*; 
ove le a, ò sono funzioni sconosciute della ti. La terza (1) diviene allora 






1 =^g n } 



TOB. I. K*. 3. 1S6S. 14 
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da evi 

X - a = g{u + G)ien(-~ v + V(u)^, 
e«endo F(») ima fonzioiie arbitraria della u; ne segue 

Y - * = j(a ■+- G)tM{-^ V + F(»)) • 
Qaesti valori delle X, Y ridacono la seconda (1) a 

la quale si decompone manifestamente nelle 

(24) a' = 0, ò^«0, /=^*n(tt-f-G)P; 

in seguito la prima (1) diviene identica. Le due prime (24) insegnano che le tt=cost. 
situate nel piano sono linee circolari concentriche; dimodoché possiamo collocare l'orì- 
gine delle coordinate nel loro centro comune , ed allora a = , 6=0. Risultano 
cosi 

(25) X=^(u-HG)sen(jj^t;H.F(ti)), Y=^(uH.G)cos(^j-J^t;H-F(tt)V 

ove la F è funzione tuttora arbitrarìa, per mezzo della quale può conseguirsi che la 
corrispondente del meridiano principale sia una linea qualunque data. Se questa linea 
dev'esser retta e disposta secondo Tasse delle Y, si porrà F = 0; saranno allora 

(26) X=^(u+G)senjj^ , Y= (^(u4-G)cos^ , p = |7*n(n' ~ j^ V 

Si può disporre della costante G talmente che sia nullo |3, e quindi retto l'angolo 9, 
in ciascun punto della linea corrispondente d'un parallelo dato; chiamando Uo» no, n'o 
i valori delle u, n, n* relative ad esso parallelo, avremo allora 



«o 



(27) Uo + G = -2 

La soluzione particolare, contenuta nelle (26), (27), somministra il modo di projezione 
adottato già da qualche tempo in Francia per la costruzione delle carte geografiche (*). 



(*) V. Traile de Géodéfie. par L. PoiMant; Paria 1843; t. 3., Appeodice. 
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6. 

In secondo luogo trattiamo la questione : Riportare in un piano una figura si- 
tuata in una superficie qualunque di rivoluzione talmente che siano in rapporto co- 
stante si gli archi de'meridiani e delle linee loro corrispondenti che le aree delle por- 
zioni corrispondenti di superficie. A questo modo ciascun rettangolo della siqierficie 
di rivoluzione, il qosle abbia per base un arco picciolissimo di meridiano e per al- 
tezza un arco picciolissimo di parallelo, si trova rappresentato neUa carta per mezzo 
d*un parallelogrammo avente la basa e l'altezza rispettivamente proporzionali alle ana- 
loghe quantità del rettangolo. 

Risolvono la questione le (3), (5), (6), ove si ponga ri = 0. Si traggono dalle 
due prime 



(28) a^g\ 7=^V-H^; 



A=-4^-H4( 



in virtù delle quali sono 

perciò 

«A ^^ PB -h yC = V»*'»'* H- ^nW' 
In seguito 

(«y — 13*)D = — 2sfVp', 4- 2^«(n*ii'* -h n^r^ -H 2sfV(PP7. 
Per mezzo di questi valori la (6) diviene 

(29) m' -^m-g^-h g^nn" = 0. 

7. 

Vediamo se la |3 dell'equazione (29) possa essere determinata in modo che le 
corrispondenti de'meridiani siano linee rette o circolari. 

Se le V = cost. situate nel piano sono rette, la quantità ^- sarà nulla; se le me- 

1 "■ 

desime sono linee circolari , la^ sarà funzione di v soltanto. Ora la prima (15) 

somministra * 

(30) '^^^Jj 
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fai qwrie riàmte (39) aOa fggoeiite 



(di) 



'-•è-«(iy,- 



iir=», 

fai qmle eooipele ad om w p i i ^tt i i dK ri fuioiiiiBe geacnu éi «m mia; dasMe le 
« 3o c00t. iitaale ael piano poCraoHi tmen Enee rette ippna f«fliiiD h SMcrScie 

dK mohnioBe lia fKlb é'ai comi rOo o €mk cOnidro ietto. Se à nticK— éà- 

fereme da sens fai (31) li dg ciMp e» aeUe daé 

la aeeMda delle quali convele ad ma aoperiide sferica dira|^— ; 

V ss eoet tiliiate ael piano poCraoHi esere finee circolari appena qnaado in 
fteie di rirofaizioBe sia fai sferica, ed allora i raggi loro saranno rnntili 

GmsiderianM> questo secondo caso» e dewnimanio \ fl raggio ddU snperficie 
rica, per coi 

(32) B.==^l, n==Asen-j-; 
dafla (30) ù dedvri 

(33) P = >l»)-^*i««Y' 

ore /(a) dinou ima fonziooe arbitraria deDa sob a. La faniglii delle n ss coni, po- 
ste nel piano Tenga espressa da 

(X-«)*-k(Y-6)*=R;; 

ore le a, ^ sono fonxioni sconosciute deDa a. La prima (1) diverrà 



i 

da eni 



^^ 



»=#•. 



(34) X — • = It.seii {^ -»- F(«)\ 
tnt F(«) i fiumone ari>ilnria di v; ne segne 

(35) Y-» = R^^^+F(.))- 
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Questi vtlorì delle X, Y rìdacoDO la seconda (1) alla 

a, ooa/y 4- F^-^.ten^y 4- fW R.F, = ^ - ^^ ^J* 

la quale d decompoDe manifeslamente nelle tre 

(36) a/josF— 6;8cnF= — R., a^sen F 4- *,co« F = , /=^R«F,; 

la terza (1) in oon8e([;aenia di queste reiasioni diviene identica. Una tra le quattro 
quantità a, ò, F, / resta arbitraria, e col soecorso della medesima può farsi che la 
corrispondente d*un parallelo dato sia una linea qualsivoglia data. 
Si riguardi la F come una funiione lineare della v, cioè si ponga 

(37) F=^, 
ove la k dinota una costante. Allora 

(38) p = ^R^^^-cosy); 

quindi l'angolo è costante in tutti i punti della linea corrispondente d'uno stesso 
parallelo. Le prime due (36) forniscono 

a =5 — kRu sen -jT ♦ 6 = — AcR, cos -r » 

ommettendo le due costanti arbitrarie» il che vale lo stesso che trasportare gli assi 
delle X e delle Y parallelamente a sé medesimi. In seguito le (34), (35) diventano 

(39) X = R.jsen(|-Hyì-*8en|j, Y = R. jcos(|4.yJ- *cos~ j ; 
da cui 

(40) X* + Y*=Rì;(i 4-**— 2ikcos-y.y 

la quale insegna che le corrispondenti de'paralleli sono linee circolari concentriche. 

Quando si vo^a costruire una carta geografica per mezzo delle (39) , ed alla 
terra venga attribuita la superficie d'un ellissoide di rivoluzione , occorrerà d' assu- 
mere come valori deUe u le quantità chiamate U nel num^. 5 della parte prima. 

Inoltre la eostante k avrà per valore ovvero l'unità, secondoché la carta deve 

rappresentare poea ovvero molta parte di superficie terrestre. 

Pavia. Gennajo 1858» 
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ROTE EEULTIYB A UL OOm&UCTIOlf DE DIVEBSE8 OOURBES ▲ t 
DES DEGRÉS SUrtRIEUHS, ET THÉOREME REL4TIF8 ▲ CES 



00C1BB8. 



PAR E. DB JONaUIERES 

licalCBuK 4e 



Le iKide de tnMfonnalioo des fisom qui fui robjel é*«i Méaom de M. 
gMB , ÌMéré diM le IowmI de CieDe, (1838), doMe lìe« à qwH«et 
ÌAlmisaBlcs coacc ra ial les eoorbes d'ordics snpérìeiin» qm oaA 3 poìalt aiigiliftì 
d*VB degiré égal à k moìtìé do leor , el permet éàm eertaiM cae de les 
géonéIrHpieiiieBi, ce qui sans dome ne aenit pit potrible par les mcthodef 

Od siit qiie , diM ce système , à un poial d« pian loinipoad on aalre 
H qn*à nn draile concspood ime eonique qui pnae par trois poialt iict. Ob 
ansa, on dn nkoins on pent démontrer aìsénicBl, qne les p ro p t iél é s 
d*nne figure se con s e r ve nt dans la figure correspondanle , par iifplf qae le 
pori aniMnnonìqne de 4 droitcs de la 1"* figure qui passenl par m 
CSI égal an rapporl an ha nnoa à qne des 4 eoniqnes fmiiipo^dinHi • ^ ont 4 ponls 



D rcsvlle de là qne, si Fon a , dans la pr ftfic figure , denz 
piìqneT de 4raìles, eagendranl nne eonique, on aura dans la 

de eoniqufs, pMsanl lonlet par les trois poìnls £m 
, H par co nséqMI 
dn 4* Ofdre ayam des poìnu 
Strana, dans la pmsim figure, 
H Fanlre de eoniqms, les qnek 

bns à 3 pointo éonkks dn 4' oidre H Vmtat de 

liipfes cnccs troia 
Si ks denz kìsmns de h . 

dn r Ofdre, on aara émm b 
de conite à 3 paiÉls éoiMes dn 4* 
dn kaìiìèMe otdre éonée de 3 poìnu 
El «Hi de MUe. Cede iiuMi qn i a élé Mte par M. 
n M^k de là fn*on peni Memkt nn cenici luffaifu de 

on ks 
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Par exemple le Ihéoréme de Briaochon deviendra le suivanl pour les courbes à 3 
points doubles de 4' ordre. 

« Etani pris arbitrairement six points sur une courbe du 4' ordre à 3 points 
» doubles, si Fon décrit six coniques passant par les trois points doubles et tangentes 
» à la courbe en ces six points, respectivement , on formerà un bexagone curviligne; 
» si Fon fait passer trois coniques par les 3 points doubles et par les sommets op- 
» posés de cet bexagone , respectivement, ces trois coniques se couperont en un méme 
» point.» 

S*il s'agissail de lemniscates de Bemoulli le théoréme serait vrai en substiluant 
des cercles aux coniques. 

Par exemple , on aurait cet autre tbéoréme : 

« Si plusieurs lemniscates ont en commun leur point doublé et 4 points a, b, e, d, 
» et qu*on appelle P le point de concours des deux cercles Oab, Ocd; puis que 
» par les deux points et P on méne deux cercles qui touchent chaque lemniscate 
» enm, n ; m, n ; m", n" ; . . . etc; lous les points m m' m" ; . .. n, ii, n% . . . 
» seront sur un méme cercle passant par le centre 0. Les points a, b, e, d, peu- 
» yent d'ailleurs étre imaginaires, par couples. » 

Un théoréme connu , relatif aux courbes du troisième ordre» donne lieu au suivant 
pour celles du sixiéme , douées de 3 points triples. 

« Si par les trois points triples d'une telle courbe du sixiéme ordre, on fait pas- 
» ser une conique qui coupé la courbe en trois autres points a , b , e ; puis qu*on 
» décrive trois coniques passant par les trois points triples et tangentes à la courbe 
» en a> ò et e, respectivement ; chacune de ces trois coniques coupera de nouveau 
j» la courbe en un point; on aura ainsi trois points qui seront, avec les trois points 
» triples , situés sur une méme conique.» 

Par chaque point de cette courbe du sixiéme ordre et le« trois points multiples 
on peut mener, en general, quatre coniques tangentes à la courbe. Et il résulte d'un 
théoréme coneemant les courbes du 3' ordre , que 

« Le rapporl anharmonique de ces quatre coniques est Constant , quel que soit le 
» point de la courbe par le quel elles sont menées.» 

Ces exemples pourraient se multiplier à l'iniSni. Mais voici , relativement à la 
construction de ces courbes à trois points multiples , de nouvelles considérations qui 
peuvent offrir quelque intérét. 

Puisqu' à un point de la première figure, il correspond un point de la seconde, 
toutes les constructions, qui auront pour but de déterminer un point de celle^là, peu- 
vent servir à faire connaitre le point hcmiologue de la figure correspondante. 

Par exemple , on sait trouver tous les points d'une conique déterminée par cinq 
points. Donc , en cberchant leurs homologues dans la seconde figure , on aura tous 
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les points de la courbe du 4' ordre qui est déterminée par les cinq pointo eorre- 
spondants à ceux-là et par les troia points prmdpaux du pian, qui devront étre dea 
points doubles de celte courbe. 

On sait faire passer une oourbe du troisiéme ordre par neuf points; donc on saura 
décrire par points, ou simplemenl déterminer par ses deux faisceaux composanis, une 
courbe du sixième ordre déterminée par trois points triples et neuf autres points. 

On sait faire passer une courbe du quatrième degré par 14 points; donc on 
pourra décrire , ou simplement déterminer par ses deux faisceaux composants , une 
courbe du huitiéme ordre déterminée par 3 points quadruples ( qui équivalent à 30 
points simples) et par 14 autres points. 

Je fais voir , dans une note ci-jointe , qu'on peut décrire la courbe du sixième 
ordre qui est déterminée par un point quadruple , deux points doubles et onze au- 
tres points. 

Donc on saura égalemenl construire la courbe du douziéme ordre qui est déter- 
minée par 

trois point sextuples , qui équivalent à 63 points simples ; 

un point quadruple , 10 .... ; 

deux points doubles , 6 .... ; 

onze simples , 11 .... ; 

2 

Et ainsi de suite. 

M. Magnus n*a pas énoncé ces dìverses propositions, et bien qu'il fasse diverses ap- 
plications géométriques de sa méthode, il ne me parait par y avoir fait allusion. C'est 
par ce motif que j'ai cru devoir en donner ici un rapide apercu. 

Arcole, 3 Aoùl 1857. 



NOTE RELATIVE A UNE GOURBE DU SIXIÈME DEGRÉ 
QUI SE PRESENTE EN ASTRONOMIE. 

PAR E. DE JONaUlÈRES 



La formule qui donne VEquation du temps en fonction de la longitude vraie du 
soleil a été mise par Lagrange sous la forme 

E =s — 462 sin ((p— a) — 593 sin 2(p — 3 sin 2((p— a) -h 13 sin 4f . 

f est la longitude du soleil , « celle de Tapbélie , et E est donne en secondes de temps. 
Si Ton neglige les 'deux démiers termes , ce qui altère fort peu l'exactitude év 
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resultai, el si l'on pose 



1 E 

2 593 



= P» 



231 
593 



sin a = a , 



231 
593 



eo8a = b on obtienl 



celle équalioo. 

(1) p = a cos f — ò sin ^ — sin ^ cos f , 

qui peni étre regardée comme l'équalion polaire d*une courbe doni le rayon vecleur 
esl proportionnel à Téqualion du lemps. Suivanl Tusage , la valeor de p esl portée 
sur le rayon vecleur méme , quand elle esl positive , et sur son prolongemenl , en 
arriére du cenlre , quand elle esl negative. 

Traduile en coordonnées ordinaires, les axes des x et des y etani les rayons vec^ 
teurs qui correspondenl à 0^ el 90* de l'angle 7, l'équalion (1) devienl 



(2) «•— 2aa5»-f-a* 

-f-2òy 
-h3y» 






_2ay* 






=0. 



«»H-(a'-f-ò*-l)y* 

+%• 
H- 3y* 

La courbe esl donc du sixième degré , el l'on voil aisémenl , soil par l'équa- 
lion (l)y soil par l'équalion (2), qu'elle a un poinl doublé au poinl ( x=0, y =+6)9 
el enfin un poinl quadruple à l'origine. 

Les cosinus des angles que foni avec l'axe des x les langenles aux quatre bran- 
cbes qui se croisenl au cenlre soni les racines de l'équalion du qualrième degré 



a cos 9 — b ^i — cos* 9— cos 9^1— cos* 9=0 

racines qui soni loules réelles (Irois positives el une negative). Quanl aux inclinai- 
sons 6, $' et 0'\ 0'" des langenles aux deux points doubles, elles soni donneés par 
les quatre équalions. 

d t ù „ — -0 //* b 

Indépendanunent de ces trois points multiples réels , la courbe en possedè encore 
deux autres imaginaires à l'infini sur un cercle. Ce soni deux points de rebrous- 

semenl de première espèce, doni la tangente commune esl la droile de l'infini ellc-méme. 

X u 
£u effet si l'on écril dans l'équalion (2) — el -^ au lieu de x el v puis qu'on 

y fasse 2^=0 , afin de trouver les directions des asymptotes , il vieni 

/H-3«y-f-3ajy-f-«'=0 , c'est à dire, y4-«*)*=0, 
ou enfin 



C'est k dire que les parallèles aux six asymptotes de la courbe , menées par le 



Tom. I. N». 3. 1S5S. 
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scgmenls 7^, /d' de la seconde, le segment cherché xy serali facile à conslniire ( Géom. 
sup. n*. 271 ). El comme la méme conslruction pourrait se reproduire sur autanl 
de droiles AL' , AL" 9 . . . eie. qu'on voudrail , on obtiendrait successivemenl toos 
les points de la courbe nécessaires à sa représentation. 

U 8*agit dono , en résumé , de faire voir comment on peut trouver un segment 
afi correspondant à une courbe d'essai U. Ce probléme peut se résoudre de diverses 
manières. 

On peut d'abord supposer que la courbe U est la rémUaxUe des deus faisceaux 
anhannoniques suivants , composés l'un et l'autre de courbes du 3' ordre ayant un 
point doublé en A : ( Yoìr, au sujei de ces noiaiiaM et appMuhns, man mémoire 
sur les courbes adtessé à VAcadémie en 1856 ) (*) 

^^ j (XBCfgh) [a,ò,c,d,e] 

I (ÀBCt^2) [a,b,c,d,e] 

2 est un point inconnu de la base du 2' faisceau, qu'on determinerà, d*aprés la me- 
Ihode exposée $ 25 du mémoire précité , de manière à rendre les deux faisceaux 
anhannoniques. 

Cbaque courbe generatrice du premier faisceau marque un seul point sur AL; 
chaque courbe correspondante du second faisceau y marque un point homologue ; ces 
deux séries de points forment deux divisions bomograpbiques , dont Ics deux points 
doubles sont précisément les points a et |3. On voit donc que le compas et la règie 
suffiront pour trouver ces points. 

On determinerà un deuxième segment e^Py relatif à une 2' courbe d'essai U', en 
composant les deux faisceaux comme il suit, par exemple, 

l|, \ (XBCfge) [a^bfCfdfh] (2' point inconnu à déterminer , 

) /Àon-i. .r\r>.j.--iLi comme ci-dessus z ) 

Puis enfin , on determinerà les deux segments 7^, /d' au moyen des deux courbes 
et faisceaux suivants : 

W = j(^^C U\i) [aAc,d,c] ^i ^, _ j (ÀBC iqe) [a,ò,c,d,fc] 
( (ÀBC 1 1 7^ [a,ò,c,rf,c] ( (ÀBCtfe'^ [a,ò,c,rf,fc]. 

La question est donc resolue. 

Au lieu de faisceaux de courbes du 3' ordre , on pourrait employer les suivants: 

O La memoria a cai allude TAutore non è ancora pubblicata; ma il dettagliato rapporto intorno 
alla meidesima letto dal Sig. Chasles airaccademia delle Scienze nella seduta del 7 Settembre 1857, e la 
nota aggiunta alla memoria • Sur la tliéorìe des pdles et polaires etc. » pubblicata dal Sig. Jonquières 
nel Volume 3. (nuova serie) del giornale di Liouvilie; offrono mezzi sufBcienti a comprendere le dichia- 
razioni dell'Autore. F. Bbioschi. 



lift 
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IT ss {(^B^f^^*^) [^^fCtdté] — eoorbes da 4' ordreàpoìni triple en A; 
j .. qii*on nil décrìre (Yoìr le mémotre précité) ; 

((ABC«0 [«9 ^ 6, d, e] — eonìqnes. 

«^ » poiM ineoomi » se détermiiie eomme ei-deanis s » s^ et s*: 



(kBCdefghik) [a* è, e,] — eoorbes da 5' ordreàpoiiit triple en A età poinU 

13»^ l dooUesenBetC; qa*on sait décrire (Yoìrle 

memoiie )• 
A [a, bf e] — droites c o n e ip ondMites M ha fMoniqacmept aux 

coorbcs. 

Mais il est inatile d'entrer dans de plas longs détaìb à ce raiet. 
Arcole, 3 AoAt 1857. 







^r« 
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DIMOSTRAZIONE DI UNA FORMOLA DI JaCOBI. 

NOTA 
DEL PROF. FRA IV CESCO BRIOSCHI. 



Nella nota « Sopra una coslruzione del teorema di Abel » pubblicata nel primo 
fascicolo di questi Annali , il Prof. Genocchi ha ottenuto quale caso particolare di 
una sua formola (form. (9) ) una relazione data senza dimostrazione da Jacobi nella 
lettera diretta all'Hermite, ed inserita nel 1^. Volume delle sue opere ( pag. 361 ). 
Parmi di qualche interesse il mostrare come mediante considerazioni analoghe a quelle 
di cui fece uso il Genocchi in quella nota, si possa giungere anche alla prima delle 
relazioni enunciate da Jacobi. 

Siano f{x, 1^) = , >(x, j^) = due equazioni a due incognite rispettivamente 
dei gradi n ed m ; e ^{Xy y) una funzione razionale, intiera delle x , y dei grado 
n ■+• m — 3; si ha 



*(«, y) 



(1) y mL 

^^^ Z/ rix) m) - 



= 



f{x) y{y) - f{y) y(x) 

essendo la sonunatoria estesa a tutti i valori delle x ^ y che sono soluzioni comuni 
delle due equazioni. 

Sia s Tarco della linea rappresentata dairequazionc J{xt j^) = 0, si hanno le: 

ds .f{y) _ ds ,f(x) 

" ^\r(x) 4- r(y) \ ' ""^-"^ v\f» +r(y)i 

quindi: 

X'{x) ix + y{y) éy = —,^±-y^^V{x)f(y) -V(j,)/(a;)) 

o per la (1) : 

/ox V , ^^(g, y) ds ^ 

^^ ^ [>'(«) àx -f- r{y) dy]\/\r(x) -hf'iyn 

Sia: 

^(«> y) == A -I- B» 4- Cy ; 

le coordinate X, Y di un punto della linea inviluppo della retta A=0 hanno i valori : 

_ AdCj-CdA AdB — BdA 
* - BdC — CdB ' ^ — BdC - CdB 
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quindi la disianza à da questo punto di cootailo, da uno dei punti di intersezioiie 

della retu X =0 colla linea /» , sarà daU dalla : 

^ / AdC-CdAV / AdB — BdAV 
^ = V*"^BdC-(ÌdB; "^V~BdC-CdBJ 

Ora X , y essendo le coordinate di nn ponto coniane alle ì = , /s= si hanno 
identicamente le : 

A + Bd;+Cff = 0, dA + xdB + y dC + Bdx + Cdy = 

per le quali : 

1 _^ BdC — CdB 

V (Bd« -f- Cdy)^B*-hC*' 

ma : 

Bdx H- Cdy = >'(x) dx + V(y)di/ 
dunque per la (2) : 

essendo ^{x, y) del gmdo n — 2. 

Gennajo 1858. 
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RIVISTA BIBLIOGRAFICA 



INTORNO AD UNA FORMOLA DI INTEGRALI DEFINITI. 

SGHLÒMILGH-TRA81IFOBMATION EINES BESTIMIITEN INTEGRALES. 

(Berìchte der Gesellachaft de Wisseiucbaften za Leipzig 7 NoTember 1857). 

^ 



Poslo 



T^^^ (x) = ^ , ^^ =X """^ ^''' ^""^ '*'' ' 



ed 

A^, = e-** (p<'^'> (b) — e-*- (p"^-»> (a) 

la integrazione a parti dà : 

S;. = A;._, -h mS^, . 

Moltiplicando questa equazione e quelle che deduconsi da essa cambiando la r in 

r — 1 , r— 2 , ... 2, 1; ordinatamente per 1, m, m', . . . , m'^', e sommandole si 

ottiene : 

S^ = A^, 4- mA,._a 4- m*A^_3 -i- . . . -f- m''"' A^ 4- m'So . 

Indicando con A il simbolo di differenza finita rispetto al numero intiero m, si avrà 

quindi : 

A-S, = A"A,«, 4- A"(mA,.,) -f- • . . 4- A»(m'-'Ao) -+- A"(m'So) 

e supponendo che i limiti a, b annullino le espressioni : 

A-A,^, ; A«A^, , A»-'A^, ; ; A»Ao , A^-'Ao , . . . . A»-^+'Ao 

si otterrà la formola di trasformazione : 

A-S, = A"(m'So) 
ossia : 

f (1 — e-*)" e-^' ^^"^ («) Ax = (— 1)»A» ìm" f e-^'9(a;)d«| • 

L'Autore applicando questa formola generale al caso in cui 

a = , ò = 00 , <f(x) = log X, n>r — 1 
giunge al seguente risultato : 



r 



^ ^ ' e-- ix = |;^j:-f^ A" (m-> log m) ; 
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il quale i^el caso speciale di r = n coincide con uno Irovato dall*Ealero nel T®. IV*. 

del Gale. Int. pag. 271 . Da questo risultato mediante la derivaiione rispetto ad r 
deducesi il seguente : 



od anche : 



r (1 -ir')', r— «-■ «te = (-!)• r(.) A- U^ 



(Abcl - Oeuvres complètes T. 2. pag. 35). 

Pavia. Febbraio 1858. F. Bkioschi. 

NUOVA TeORU DEGLI STROMENTi OTTICI 

MEMORIA 

DI OTTAVIANO FABRIZIO MOSSOTTI 

Inserita negli Aiiif ali della R. Università di Pisa e nel ruoto cixirto 

Tomo 6. agosto al novembre 1SS7. 

OSSEaVAZIONI DEL PaOP. PaANCBSCO CATTANEO. 
(Continuazione V. pag. 6S), 



5. Seguiremo ora rapidamente il Mossolli nella deduzione che nella seconda parte 
del suo lavoro egli fa delle proprietà ottiche contenute nelle equazioni (9). — Che 
i raggi emanati dal punto Xq y^ x^ abbiano ad emergere dall'ultima superficie diretti 
ad un unico punto (fuoco conjugato del primo) lo si scorge osservando che il punto 
di coordinate 

(10) x-H._--^^, i,--^ -, » = ;;;^^^ 

appartiene al raggio emergente, all'equazioni (9) del quale queste coordinate soddi- 
sfanno in virtù delle relazioni (5) (7); e che la sua posizione è indipendente dalle co- 
ordinate Xi y, z, del punto di incidenza sulla prima superficie, onde avviene che per 
esso debbono passare tutti i raggi incidenti su questa e provenienti dal punto Xo ffo ^o* 
Immaginati perciò due piani perpendicolari all' asse centrale e discosti 1* uno di 
Ao= Hi — Xo dal centro di figura della superficie objettiva, 1' altro di A eguale al 
trovato valore di x — H, dalla superficie n." di emergenza, avranno essi la proprietà 
che a ciascuno dei punti del primo poco discosti dall'asse e considerati come fuochi 
raggianti corrisponderà nel secondo piano il fuoco conjugato, le coordinate y, z del 
quale sono date dalla seconda e terza delle equazioni (10). Questi due fuochi con- 
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jiigati esistono poi in uno stesso piano coll'asse centrale» dilla istessa parte o da parti 
opposte rispetto a qiiest* ultimo secondo che Vo OSiLt 4» ^ positivo o negativo. Tro- 
vandosi pereiò nel primo piano una figura raggiante, se ne formerà nel secondo una 
immagine simile. — Del resto la prima delle etiuarìoni (10) esprime la ralasione fra le 
cosi dette HUaiue focali etn^ugau A^ » A » x — H«. 

In egual modo deduce l'A. la posinone del piano oculare di Kot, nel quale esiste 
il fuoco di tutti quei raggi che incidono in uno stesso punto della superficie objettiva. 
Esso è individuato da quel valoro 3|f' di a? — H» che annulla i termini contenenti 
)f« «o ncUe equazioni (9)» cioè da 

(ii) «* 7-^- 

In questo piano perpendicolare all'asse centrale si forma anche l' immagine circolare 
della stessa superficie objettiva per l'azione delle superficie consecutive, come l'A. di- 
rettamente dimostra, dimostrando che indicando con 

a e 

i raggi di quella superficie (semìapertura); e della sua immagine è 

(12) iL«:P|« . 

6. Facendosi poi alle tre qualità principali di qualsivoglia strumento ottico desti- 
nato alla visione di oggetti o remoti (telescopi) o vicinissimi (microscopi), cioè l'in- 
grandimento, la chiarezza ed il campo osserva dapprima essere rappresentata da 

(13) Oliii^ - 

la condizione ordinariamente voluta per la visione distinta e per la quale i raggi ema- 
nali da un punto dell'oggetto debbono escire dallo strumento paralleli fra loro, sicché 

1 
sia A ss X — H»^-7- nella prima delle (10). In base a questa condizione l'ingran- 
dimento, cioè il rapporto fra gli angoli sotto i quali un oggetto rettilineo è veduto 
od attraverso lo strumento o ad occhio nudo dal centro di figura della superficie 
objettiva è misurato da 

la quale misura concorda con quella assegnata da Lagrange almeno in quanto alla 
lòrma sulla quale perciò la grossezza delle lenti non influisce; e col suo segno posi- 
tivo negativo indica se l'oggetto è veduto attraverso lo strumento in posizione di- 
ritta rovescia. Alla misura stessa può per la (12) surrogarsi l'altra 



(t5) ^ ^ 

Vo e 

Tom.1. 1I*.S.18M. 16 
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sulla quale riposa Taso del dinametro a semplice o doppia immagine: e di esso FA. 
espone la teoria e la praUea distinguendo se l'anello oculare di Biot di raggio e 
riesca od estemo od intemo allo strumento. Cosifatta misura ha il vantaggio di 
dipendere da elementi misurabili allo esterno dello strumento , del quale può perciò 
rimanere ignota l'intima struttura* D che costituisce un'altra singolarità degli stru- 
menti ottici già avvertita da Lagrange, il quale dopo aver mostrato (e lo deduce 
dalle sue formole anche il Ibssotti) che il penelto di raggi emanati da un punto ed 
incidenti su tutta la superficie objettiva di raggio « emerge dallo strumento, quando 
si verifichi la condizione (IS)» sotto forma di un cilindro la cui sezione con jun piano 
perpendicolare all'asse centrale è un circolo di raggio 

(16) c.« * 



* *•— « 

propose il rapporto — come misura dell'ingrandimento. Possiamo dire che cosi fa- 

cendo egli correggeva l'errore di cui, per essersi da lui trascurate le grossezze delle 
lenti , era affetta la sua funzione Pff ^ , e dal quale va esente la analoga funzione 
di Gauss, di Biot, di Ibssotti. £ poi del resto evidente essere 

4Ji = e 

Se in quanto alla chiarezza della visione attraverso i telescopi e i microscopi giunge 
r A. ai risultati ordinariamente accettati nella teoria di questi strumenti, se ne di- 
scosta poi in quanto concerne la misura del campo. D'ordinario infatti si determina 
questo elemento supponendo U centro della pupilla collocato nel punto oculare di Biot, 
e determinando il più grande fra gli angoli formati coll'asse centrale dai varii raggi 
che incidendo sul centro di figura della superficie objettiva possono escire delio stra- 
mento, e passare per conseguenza per l'anzidetto punto oculare. E allora il campo 
riesce ifljdipendente e dal diametro della pupilla e dalla apertura e dal raggio della 
prima superficie obiettiva. Infatti per l'accennata definizione il semicampo è misurato 

dal più piccolo tra i valori di— ^^-r — ^ somministrati dalla equazione 

dedotta dalle (fi) dopo aver fatto y^ == z^ s= 0, ed applicata successivame nte alle s in- 
gole superficie dividenti incominciando dalla seconda, nel supposto che l/zf + y/ sia 
la semiapertura di ognuna di esse. La P^Lt non contenendo p^ non contiene nem- 
meno la Pi ma bensì i raggi delle altre superficie e le mutue loro distanze. Se il 
punto oculare cade entro lo strumento supponesi allora l'occhio cosi vicino alla n.*' 
superficie da potere ammettere che la pupilla si trovi sulla superficie stessa, e nella 
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delermina iiope de i campo si assume il raggio p della pupilla in luogo della semia- 
pertura ^%l -h jf I della superficie che in generale é maggiore di p. E siccome d'or> 

dinarìo per la piccolezza di p il minimo valore di— ^yj 4- %\ risponde in questo 

caso a ^%\ -h yl = p 9 cosi il campo di questi strumenti a punto ocolaie intemo si 
ritiene dipendente unicamente dal diametro della pupilla. Ma questa teoria euleria- 
na (*) è inesatta potendo bene avvenire che siano visibili taluni di questi punti obiet- 
tivi pei quali i raggi da essi emanati ed incidenti sul centro di figura della prima 
superficie non escono dairultima, od escendo non entrino nella pupilla in una data 
posizione della medesima. Onde a ragione il Mossotti ne deviò e, seguendo la via in 
cui si era già incamminato nelle sue lezioni di Fisica, meritamente stimate, per de- 
terminare il limite del campo visibile supposta la pupilla in un piano perpendicolare 
all'asse centrale, cercò il complesso di quei punti objettivi per ognuno dei quali il fa- 
scio cilindrico di raggi emergenti dall'ultima superficie è segato dal piano della pu- 
pilla secondo un circolo il quale ovvero tocchi esternamente quello della pupilla stessa, 
ne sia toccato internamente , o per ultimo lo tocchi internamente quando sia più 
piccolo di lui come avviene ne'forti ingrandimenti. Col primo complesso si ha il campo 
totale comprendente tutti i punti visibili : ma in esso la chiarezza non è costante e va 
decrescendo in prossimità al limite del campo. Cogli altri due la chiarezza è costante 
ma diversa dall'uno all' altro : che col secondo essa eguaglia quella della visione ad 
occhio nudo, col terzo ne è minore. In questi tre supposti la grandezza del campo è 
rispettivamente espressa in parti del raggio dalle formole 

nelle quali le Vo t;« e c^ ^^^ p ritengono i significati esposti precedentemente, ehh 
indica la distanza della pupilla dall'ultima superficie. Però è da osservarsi che esse 
offrono la massima misura del campo per una data posizione della pupilla e in quelle 
varie supposizioni : il campo effettivo può esseme minore in conseguenza delle aper- 
ture delle superficie dividenti dei diafragmi che si frappongono tra le lenti là dove 
si formano delle immagini reali onde impedire i raggi comprendenti coH'asse angoli troppo 
grandi. Per questa cagione avviene appunto , come osserva anche Mossotti , che il 
campo non sia infinito quando la pupilla è posta nel piano oculare , quando cioè , 
essendo dl^^ positiva, si fa A = dji^^ . 

7. Ma perchè i risultati ottenuti rispetto alle tre quantità principali degli stro- 
menti ottici suppongono che i raggi emanati da ciascun punto dell'oggetto emergano 
dai medesimi paralleli fra loro, mentre nell'uso degli strumenti stessi ne escono ancora 

(*) Eoler. Dioptrìea. Voi. I. Capo 6. 
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divergeoti più o nieiio a teeooda della Taria portata della Titta ddToMcnrMre» tmà 
FA. eontidera nel 8*. capitolo deDa i*. parte le coodiaoH per adattiw no itrs- 
mento a qneeta Tarietà dì Titta » e le modìficasHmi che un tale •(]£'' ito pro- 
doee nelle qoalitè anzidette. Nei tdeteopi qoett'agpnttamfnto ti opera readeado Ta- 
riabile la dittanza fra dne tnperficie eonteeatiTe del tittema, cioè teonyonendo llttra- 
mento in due parti Tiina della qoali poeta attere aTTÌeinata od aBnnlanata dai*altra 
contenrando tempre lo ttetto atte centrale, e rimanendo ciateona di ette in tè ttetta 
inTtriabile. Perciò lo ttadio di quelle modificazioni ti riduce ad indagare le praprielà 
di on tittema cottitoito da dne o più tittemi conattici, dei qoali tiano pà note le 
proprietà : indagine già incamminata da lUbiot e megKo da Biot, e che Q nottro A. 
rinnora alla toa maniera gingnendo a qualche rìtoltamenlo non ancora aTrertito 

Chiamata C la dittanza tra fl centro di figura della tuperfide a." di oif>gfffuni 
e quel punto dell' atte a cui per la dittinta Titione debbono al loro etcime conrer- 
gere realmente e più tpetto Tirtuabnente ( tecondochè C è potitira o negatiTa ) i 
raggi provenienti da un punto dell'atte ditcotto di A^ dalla prima tuperfide, e cob- 
tiderato die la C è per riatto d tittema totale la dittanza focale conjugata alla A^, 
avremo per la prima delle (10) e per le (5) 

(19) P" + Ar Pili -H A^P51L,+-Vp?L.Ì= 

come condizione dell'aggiuttamento alla quale dovranno todditfare le funzioni P me- 
diante un opportuna dispotizimie delle parti dello ttrumento. Pongati ora che quetta 
contista nel variare la dittanza ft^g tra le tuperficietV edt-f-l/'tcomponendoeoai 
lo tlnimento in due parti l'una óbjeUiva comprendente i tuperfide, l'altra ocufare co- 
ttituita dalle rimanenti n — t ; e dicansi C}^' la dittanza focale della parte objettiva 
conjugau alla Ao , e C£^ la dittanza analoga per la parte oculare conjugata alla G. 
Ciò poeto l'A. deduce abilmente dalla precedente condizione (19) la conteguenza dover 
ettere 

(20) fc,^. = C<« 4- C« . 

La quale, sebben facile a prevedersi, gli prestò l'occasione di una analisi importuna 
per raggiimgere alcune proprietà delle funzioni Q analoghe ad altre già dimoatrate 
precedentemente per le P, ed utili nelle successive trasformazioni. 

(Conimua). 
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BEITBA»: ZUR OCOMEIBIE DCR UkOS, too DR. GEORG R4RL CHRISTIAN 
V. STAUDT. ord. Proftnor an der Unlventtit Briangen. Nilnibarg, Yarlag Tmi Baoer and 
Raspe, 1866-67. 

Qaesto libro merita d'essere considerato sotto due aspetti : come saggio, elemen- 
tare in vero, della geometrìa di posizione, cosi detta nel più stretto senso della pa- 
rda; e come trattato di geometria imaginarìa o ideale. 

Sotto il primo aspetto l'autore è stato si «crupolosamente fedele al titolo del libro 
e si è occupato in modo si esclusivo delle proprietà descrittive delie figure, che in- 
vano si cercherebbe il concetto di quantità in quest'opuscolo, solo eccettuati gli ul- 
timi cinque paragrafi, i quali - al dire dello stesso autore - non sono parte essenziale 
del libro, ma devono risguardarsi come semplice appendice. Sotto questo punto di 
vista, mi pare che il sig. Staudt avrebbe fatto un lavoro meno utile che curioso. Le 
proprietà descrittive e le proprietà metriche delle figure sono cosi strettamente con- 
nesse fra loro, che è sconveniente e svantaggioso il volerne fare un si completo di- 
vorzio. U sig. Chasles ha rimproverato la medesima esclusività , sebbene non tanto 
esagerata, alla celebre Scuola di Monge, ed ha messo in piena luce la maravigliosa 
fecondità della simultanea considerazione de'due generi di proprietà ('). Tale esclu- 
sività potrebbe condonarsi soltanto se il metodo di ricerca e di dimostrazione, adot 
iato, si rifiutasse allo studio delle relazioni metriche; ma l'autore si serve della cor- 
rÌ9p<mden7M omografica e correlativa delle figure^ potentissimo strumento che dà tutte 
le proprietà projettive^ epperò non solo le descrittive , ma anche le metriche invol- 
genti rapporti di segmenti rettilinei , di aree di figure piane e di volumi. Bfi pare 
che queste proprietà possano ben entrare in un trattato della geometria di posizione. 

Ma, fatta astrazione da questa soverchia esclusività, entro i limiti che l'autore si 
è prefissi, il suo lavoro ha molti pregi ed è fatto nello spirito della geometria mo- 
derna. - Egli chiama forma elementare un sistema d'elementi geometrici della stessa 
specie (punti, piani, rette), e considera le forme elementari di due ordini. Tre spet- 
tano al primo ordine, e sono : sistema di punti in linea retta - fascio piano di rette 
passanti per uno stesso punto - fascio di piani passanti per una stessa retta. Cinque 
forme appartengono al second'ordine : sistema di punti in una conica - fascio di rette 
tangenti ad una conica - fascio di rette generatrici di un cono di second'ordine - fa- 
scio di piani tangenti ad un cono di second'ordine - fascio di rette generatrici (d'uno 
stesso modo di generazione) di un'iperboloide ad una falda. I principj di omografia 
e di dualità permettono di estendere un teorema, che abbia luogo per una delle forme 

(1) Vedi nd tomo XI delle Mémotre$ eomwméi de F/écademie de Bruxellee VAperfu hUtarique a 
pag. 364, e le Mémobre de geometrie a pag. 775. 
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più semplici, alle forme pia complesse. OgniqiialyolU Tiiidole della quistioiie lo con- 
ceda, l'autore enancia le proposizioni per modo che convengano non ad una sola forma, 
ma a parecchie o anco a toUe quelle d*ano stesso ordine. Per esempio : « qualtro 
elementi della stessa specie, posti in uno stesso piano o passanti per uno slesso ponto, 
tre qualunque de' quali non appartengono ad una stessa forma elementare di primo 
ordine, individuano una forma elementare di second'ordine, a cui questi elementi ap- 
partengono e nella quale essi abbiano un dato rapporto anarmonico ('). » 

Collo stesso spirito di generalità, Fautore espone i principi della geometria ima- 
ginaria - ardita concezione, che si può dir sorta dalla scuola di Monge, e che, op- 
portunamente applicata, è un potente mezzo d'invenzione. - Si chiamano tdeali gli 
elementi doppi di una forma di prim'ordine in involuzione, la quale non abbia ele- 
menti doppi reali. L'autore considera due specie di rette ideali. Rette ideali dì prima 
specie sono le rette doppie d'un fascio di rette di prim'ordine in involuzione. Rette 
ideali di seconda specie sono le rette doppie d'un sistema in involuzione di rette ge- 
neratrici ( d'uno stesso modo di generazione ) d' un iperboloide. Due rette ideali di 
specie diverse differiscono in ciò, che Tana ha un punto reale e giace in un piano 
reale, mentre la retta ideale di seconda specie né ha alcun punto reale, né giace in 
alcun piano reale. L'autore parte da queste definizioni per istabilire le proprietà degli 
elementi ideali nelle forme reali, e le proprietà delle forme ideali contenute in sistemi 
reali. 

Il vantaggio che ricava l'autore da questa geometria imaginaria é quello di sem- 
plificare e generalizzare il linguaggio della scienza, abbracciare in un solo enunciato 
universale molti teoremi in apparenza eterogenei , e cancellare le eccezioni nascenti 
da quelle parti di una figura che possono essere reali o ideali. Ma lo scopo più im- 
portante della geometria imaginaria, quello di trasformare le proprietà di figure ideali 
in effettive proprietà di figure completamente reali (della qnal mirabile trasformazione 
ha dato un bel esempio il sig. Chasles deducendo le proprietà de'coni di second'or- 
dine da quelle di un cerchio ideale (') ), tale scopo, io dico, forse non entrava nelle 
viste dell'autore. 

Lo strumento di cui fa uso Fautore è la corrispondenza proiettiva delle figure. 
I paragrafi 19, 20, 21, 27, 28 contengono proprietà d'un sistema di quattro ele- 
menti reali o ideali d'una data forma elementare, il rapporto anarmonico de' quali è 
la somma o il prodotto o una potenza o una radice di rapporti anarmonici d'altri si- 
stemi. I paragrafi 15 e seg. versano sulle principali proprietà delle catene. Dicesi 
aUena un sistema d'elementi appartenenti ad una stessa forma elementare , ciascun 

(I) L'flspraitioDe : rapporto anarmonico non ti trova in questo libro, ma vi sì fa uso di una locu- 
zione equivalente che non involge il concetto di quantità. 
(9) Chades, Traité de Geometrie eupérieure. 
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de* quali insieme a tre elementi fissi della stessa forma costituisce un complesso di 
quattro elementi aventi il rapporto anarmonico reale. Due catene in una stessa forma 
differiscono fra loro pe'tre elementi fissi. L'autore considera le catene contenute in una 
stessa forma o in due forme projettive fra loro. 

n libro é interamente scritto nello stile moderno della pura geometria. Però l'au- 
core indica al paragrafo 29 alcuni metodi analitici , opportuni per le ricerche nella 
geometria di posizione. Ecco in che consistono tali metodi : 

1®. Siano A, B, G tre elementi individuati ed M un elemento qualsivoglia d*una 
stessa forma elementare; chiamasi ascissa dell'elemento M rispetto al sistema ABC 
il rapporto anarmonico del complesso ABCM. Ciascun valore particolare dell'ascissa x 
individua un elemento della forma proposta. 

Se in una stessa forma si assumano due sistemi d'elementi fissi ABC , EFG e 
siano Xf y le ascisse d'un medesimo elemento qualunque M rispetto a que' due si- 
stemi, si avranno per la trasformazione delle ascisse le formole 

/— g X — e b — e y —a 

^ /-— ex — g — a y — e 

ove €f ff g sono le ascisse degli elementi E , F , G rispetto al sistema ABC , ed 
a, hf e sono le ascisse degli elementi A, B, C rispetto al sistema EFG. 

Date due forme elementari, e nell'una il sistema ABC, nell'altra il sistema E'FG', 
sia X l'ascissa d'un elemento M della prima forma rispetto al sistema ABC, ed y 
l'ascissa d'un elemento M' della seconda forma , rispetto al sistema E'FG'. Gli ele> 
menti M, M' si chiamano corrispondenti; se fra le loro ascisse ha luogo una rela- 
zione della forma 

ove «9 0» 7, ^ sono costanti, ed od — ^ non è zero, le due forme sono projettive. 

2®. Cinque punti A, B, C, C, C, disposti comunque nello spazio, si suppongano 
individuati. Ogni punto M dello spazio sarà determinato da'tre piani passanti per esso 
e rispettivamente per le rette CG j CC^ C'C. I rapporti anarmonici de' tre sistemi 
di quattro piani CCi ABCM ) , CC''( ABCM ) , CC( ABCTÌiL ) sono le coordinate del 
ponto M. 

3®. Cinque piani A, B, C, C, C" qualunque si suppongano individuati. Qualsivo- 
glia altro piano M sarà individuato dai tre punti in cui esso è incontrato dalle rette 
CC', CC% ce. I rapporti anarmonici de'tre sistemi di quattro punti C"C'( ABCM ), 
CCJABCM), CC(ABCIII) sono le coordinate del piano M. 

4®. Si suppongano individuate tre rette generatrici a, fr, e (d'uno stesso modo di 
generazione) d'un iperboloide ad una falda, e tre rette generatrici 2, m, n (dell'altro 
modo di generazione) della stessa superficie. Un punto qualunque M non posto sulla 
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superficie é determinato dai piani condotti per esso e rispettivamente per le rette 
If m, ft; le sue coordinate sono i rapporti anarmonici de*tre sistemi di quattro piani 
l{ahc M) , m{àbc M), n(abc M). Se il pmito M è nella superficie, all'intersezione delle 
due generatrici rettilìnee jp, q appartenenti ordinatamente ai sistemi abc ... 9 ìmn ... , 
le coordinate di detto punto M sono i rapporti anarmonici de*fasciy abcp^ Imnq. 

Desidero che questo breve cenno invogli i giovani studiosi- della geometria alla 
lettura del pregevole opuscolo del sig. Staudt. 

1. Marzo 1858. 

Luigi Gremoma 
prof, nel gìoDasio di Ciemona. 

•OCMBTTI VBB PBEIU PBOPOfTI DAU/AfSGADEMIA mSUUD WCBEMME. 



Perfectionner en quelque point important la théorie géometrique des polyèdres. 

(Le prix consbtera en une médaille d'or de la valeur de trois mille francs. - Les 
Mémoires destinés au concours devront étre remis, francs de port, au Secré- 
tariat de Tlnstitut avant le l^ JilfUet 1861.) 

Quels peuvent étre les nombres de valeurs dés fonctions bien définies qui contiennent 
un nombre donne de lettres, et comment peut-on former les fonctions pour lesquel- 
les il esiste un nombre donne de valeurs ? 

(Sans exiger des cencurrents une solution complète , qui serait sans doute bien 
dilficUcy TAcadémie pourrait accorder le prix (médaille d'or de la valeur de 
trois mille francs) à Tauteur d'un Mémoìre qui ferait faire un progrés notable 
a cette theorie. Les Mémoires devront étre remis avant le l^ Juillet 1860). 

Comptes Rendtts - 8 Fevrìer 1858. 

PUBBLICAZIONI REGISTI 



0. ScHLdHiLCH. — Zur Theorie der hdheren Differential quotlenten. Leipùg. 
R. RiBVANif. — Beitrìige zur Theorie der durch die Gaussdie Reihe F(a, |3| 7, x) 

darstellbaren Fnnctionem. GSUingen. 
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SOPRA I OOYARIAirn DELLE FÙBME BDIA&IR. 

NOTA 

DEL PROF. ElfUCO BEflTI. 

..^ 

1. fi nolo the ì eorarìanti di ant forma binaria 

SODO definiti daOe due eqnanoni a derìyate paniali lineari : 

d? A df éf éf . 

"•da, "do, ^ ^^^" da. »d» "' 

(%) { 

Se X, , Xa , «3 1 • • • 4^ «NM le II ndid dell'equanone 

(8) F{«, 1) = , 

per qadlo che Q Prof. BHo$dd ha diuMMlrato (A. di Tonolmi Tomo V. pag. 807), ab- 
biamo: 

■•dir^^^da.*' •^"^•da, ds. d». ••• S^' 



Onde, ae poniamo 



*=daw 'do. 



yd* , df df d« _ 

d«^d«. ^d«. ^ • • • ^ d«. *• ' ' 



(♦) 

' ds* *'dir •Jdi:^ • • • '"di: ^~' ds;-^'* 

reqaiBioiii (8) divengono 

Ma f i omogen ea riipeUo a s e y ; quindi, lappooendola di grado m, mri 

d^ df _ 
•di''"»df"'"^* 

I.II*.t.l8W. IT 



IM ASHàU n MATEMATICA 

Di» fMsl4( eq wa aioai (S) fi 4e4we fariif t ^ b farsa 

«in Cm^i per i enivariaaci 4i paA» 9 e & oniue s, Mb hmii hóaria (1): 

4«i^e «Mi ie^no IT iadidùamo 3 fro^ollo 4k fattori Mh famn rx;.~xj, e ^—jer. 
Msibatf a UK espooeiici dbe §ùéitd»ituma aTifurioM 

eMè i fattori ehe etìfàUngotio x éMnono emen m e 9^ fveffi che rnlfgoBo ■» n- 
4ke qn^hmtpte x, . G>1 segao 2 P^ in^KiiiaBO h sooiBn 4i tatti i terMÌBi di qoe- 
ita 0pMie ^ ehe pOMono formare una fàniMMe si mn ic u ica Mie radid che non sia 
Mentfeamente naila. 

2, QnaiMio ni*=% facendo f >=i e ^i?='.^i « è chiaro che ^ dirieae ob invariante 
di grado 9 di tma forma di grado « + i , alla quale cornspoodoao le radici «, , 
^4 f % f ' ' ' ^mj^t • Dunque, a o^iit eavarkmie di grado B edi ordirne 9, di mma fot- 
ma bituma di grado n^ corrisponde mm tmarioMU di grado di mrna forma Umaria 
di grado it H- i« 

3. Se l'equazione (2) ha t radici x^ , x^ ... Xg eguali tra loro, saranno nulli per 
qualunque valore delle variabili tutti i covarianti di grado m, quando non sari possibile 
eottruire termini della forma (6), prendendo nulli a.,, , 04,3 . . . o^i.^ e sodisfacendo 
all'equazioni (7); cioè se non saranno risolubili in numeri interi e positivi l'equazioni: 



a. 



■j,«+i 



-1- ^,(.K9 -I- ... -I- O,,, = fl , 



•i.» "♦" «a,« -f- . . . • -f- A»,f^i -H ^nnt^% .•.•-!- ««,!,— I = fi t 
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Ora, sottraendo la somma delle prime t equaiìonì dalla somma di tutte le altre, si 
ottiene 

£ chiaro che questa equazione ò impossibile in numeri positivi, ae 

(« — 20 fl -H m < , 
ossia 

^ n m 

Dunque, se l'equazione (3) ha un numero di radici eguali maggiore della metà 

m 
del grado aumentato di — , saranno identicamente nulU tutti i covarianti deUa forma 

{!), per i quali il rapporto dell'ordine al grado non è maggiore di — • 

À9 

4* ^ ?o(^>y) 9 7i(^»y) • • '9t{^9y) sono covarianti della forma (1), tutti dello 
stesso ordine m, x è una radice dell'equazione (2), e 

(8) *(z) = z' 9o{a^, 1) + **-*?.(«, 1) + »*-• ?.(«, 1) -4- ... H- Tr(«, 1)= 0; 
% sarà radice di un equazione 

(9) /(z) = Aoz'» 4- A.z"-' -f. . . . -f- A,. = , 

che avrà 1 coefficienti funzioni razionali di quelli dell'equazione (3), e le radici dell' 
equazione (3) saranno funzioni razionali di quelle dell'equazione (9). 

Ora , applicando all' equazione (8) le operazioni X g e X. , avremo , poiché 
X, 9r(«, 1) = , e Xa ffriXf 1) == wia?<p^(«, 1) , 

^X,z = 0, e -^X,z + ni«4»=.0» 

onde, quando i^{%) = non ha radici eguali, 

X.(z)=0, X.(z) = 0, 
e in conseguenza 

X,Ao = , X.A, = , X,A. =r , . . . X,A,. « , 
X,Ao = , X,A, = , X.A, «= , . . . X,A,» = , 
Dunque tutti i coefficienti deUa forma 

Ao*** -4- A,**— »f 4- A.z^'^if H 4- A,.y"' 

Mmo invarianti. 

Reciprocamente : quando in un equazione : 
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(10) >li)«T.«'H-T.i— H....-HT, = e, 

i coefideiMi m» tatti 'mwwriaafd Mh fon» (1), tra k radici UTcfMMw (10) e 
qidle deireqaafiine (3) bm può caalae aa ppii'i i irriiaitiMc : 

(11) ♦(«,«)-«'t.(«,l)-hi^^t.(«,l)-^...-hfb(«,l) = 0, 

feon die k tenaa T.(x,if), ^(ir, f ), , fb(^ f) mw cofariaati Mh 

(1), tatti deOo itciao ordiae. 

laCitti : poiché X,T^» , X.T^ =r , ama» 

M»)«/W^»-=»» Vl»)=/(»)X^-0; 
oade, ce /(s) >-■ ana ha radici egaafi, tari 

X.s»0, X^»0; 
e appUcaado k o pcr ari oai X, e X, aD'eqaaaoae (11), ottfnfaai 

(12) I ^^T^-^-^^'^t.-*-- •-♦-X.T*=-0. 



L'eqaa»OBÌ (13) deroao c o erirtw e eoD'eqaasoae (11), che è iriidatibik; qaiadì ca- 
feado dello iteaao grado riipelto a s, o dorraaao cawfe idratifiawan aaik, o aon 
potraaoo differire daU'eqaaiioBe (11) altro che per aa fiittore» che aa aaafaaiioae 
iatera di x, 

I coefficieati defla priaia aoao, rispetto alk radici deD* eq aan oa e (S) , di grado 
tafèriore d*ano ai eorrispoodeati eoefficieati deD*eqaaiioBe (11); daaqae k praaa eqaa- 
noae aoa potrà eaiere ideatica eoa qaetta, e dorrà eawre idratifiawan adUa; daaqae 



X.^ = 0, 

I eoeiBcienti della feconda sono in ciascuno dei loro tennini» rispetto alk aiede* 
siale radici, di grado superiore d'uno ai corrispondenti coefficienti ddl'eqaasioBe (11); 
dunque la seconda equazione o Sarà identicamente nulla, e aTremo 

X. Tr = : 

oppure non differirà dall'equazione (11) allro che per un fattore numerico moltipli- 
cato per k radice s^ e avremo 

X» f r = *'»*?r • 

Dunque i coefficienti dell'equazione (11) sono tutti covarianti deUo stesso ordine 
la, che può essere anche eguale a zero; e abbiamo il seguente teorema : 

Sano mvariamH dtUa forma (1) tuUi i coeffiàeiui ^'aa eputthno, quando tra 
(f $ue radici e qudle deU'equoMone (3) esiste un'equoMone òrrUuttHUe t dke ha 
per coefficienti covariatui ddla forma (1) fallì deUo stesso ordine^ nei fnaKsiapo^ 



PURA ED APPUCATÀ. 133 

sia una variahUe eguale ad uno, e l'altra eguale a una radice dell'equazione (3). 
Recìprocamente : Se i coefpdenU di un equazione tono invarianii della forma (1), 
ed esiste un equazione irriduttibile tra le sue radici e qudle dell'equazione {Z), i coef- 
ficienti di questa equazione saranno covarianti dtUa forma (1), nei quali na posto 
una variabile eguale ad uno, e l'altra eguale a una radice dell'equazione (3). 

5. Se F, F' , F, , Fa , ... , F. sono le funzioni di Sturm relative all'equazione (3), 
si ha per il teorema di Sylvester ^ 

¥r = a;<^*>2n*(aj. ,«.,... Xr){x — Xr^^)(x — Xr^^) ...(« — «.), 

dove con n{Xi y x^ , .... Xr) rappresentiamo il prodotto di tutte le differenze delle 
radici deirequazione (3); e ponendo 

F, = p^-" -f- P',«»-^' -f. p;'«-^» H- . . . -h Pjr*, 

abbiamo 

PJ Fr^^ == Qr Fr^, — PJ^ Fr 9 

essendo 

Qr =** Pr Pr+i « "f" P'r Pr^i P'r+i Pr • 

Quindi per la determinazione dei quozienti Q^ basta conoscere espressi in funzione 
dei coefficienti di F i primi due termini delle funzioni F^ . 

n primo coefficiente Pr é eguale al coefficiente del primo termine del covariante 

Dunque U coefficiente del primo termine dell'r^"^ funzione di Sturm è eguale 
al coefficiente dd primo termine di un covariante di ordine 2(r — 1) e di grado 
2(r-.i)(ii-r). 

n secondo coefficiente P^ si deduce facilmente dal primo» mediante l'operazione 

, d , d , d d 

^' = *'di:-^*«ds:-^--^^-d5;-^'^«ds; 

Infatti, abbiamo 

P, « ay-'^Sn'ia:. ,«.,...«,), 
e quindi 

XaPr « a{r— l)aj<^*»]gn*(«. ,«,,...«,) [ao(«, -f. «, -f. . . . h- »,) H- na,] 
ma 
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dunque 

p — 1— X P 

Applicando alla funzione F^ Toperazione .* 

d d d 



da, da, da» àx 

^ d d __d d 

d«, d«a «te, dx ' 

è chiaro che avremo 

X.F, = 0; 

quindi tra i coefficienti successivi di F^ esistono le relazioni 

X,P, = , X.P; = (n - r)P, , X.P;' ^(n^r^ i)P; , 

Xp(»-r) p» r i) 
I * r — * r 

JP^, 21 ilprtZe 1858. 
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SUI DIFFERENZIALI A INDICE QUALUNQUE. 

NOTA 
DEL PROF. PLACIDO TARDY. 



Se consideriamo le derivate successive di una funzione come costituente una serie 
nasce spontanea la ricerca de* termini intermedi tra esse , i quali provengano 1* uno 
dall'altro con uniforme procedimento. Le prime dipenderanno da una novella funzione 
della variabile e dall'indice di differenziazione, ed i secondi se ne dedurranno quando 
quest'ultima quantità acquisterà dei valori frazionari. 

Ora in alcuni casi il coefficiente di derivazione si presenta sotto una forma, ove 
il passaggio dal valore intero a quello fratto dell'indice non presenta alcuna difficoltà, 
e in taluni altri al contrario siffatto passaggio non può effettuarsi senza che si tra- 
sformi il suddetto coefficiente, se pur non vogliansi far dipendere questi casi da quelli. 
Nei primi si trovano evidentemente gli esponenziali, i seni ed i coseni, nei secondi 
le potenze ed i logaritmi. Da qui ci pare potersi formare un'idea chiara delle deri- 
vate a indice fratto , che altro non sono se non termini interpolati tra quelli a in- 
dice intero, appunto come le potenze frazionarie di una quantità si possono riguardare 
come interpolate tra le potenze intere della stessa, e se queste più non offrono alcun 
ostacolo nella loro significazione, mercé U principio che gli esponenti si sommano nella 
moltiplicazione, del pari crediamo più non debbano incontrarlo le altre in virtù dell* 
analogo principio che nella derivazione si sommano gl'indici. 

In siffatto modo la quistione riducesì a un problema d'interpolazione, e però pre- 
senta l'indeterminazione propria del caso, giacché molte forme di funzioni si possono 
trovare che ad intervalli dati soddisfacciano a valori noti, e in generale non si può 
pretendere che una forma scelta sia la vera forma della funzione. Cosi le vie che aln 
biamo di volo accennate conducono a formole diverse, le quali poi nelle applicazioni 
potranno anche dare in ultima analisi risultati identici. 

Leibnitz il primo suggerì la considerazione degl'indici fratti in una lettera indi- 
retta a Wallis, e pubblicata nel Tomo III delle sue opere, varì passi del commercio 
epistolare tra lui e Giov. Bemoulli mostrano l'attenzione posta da quei sommi ingegni 
a questo argomento, ma il primo cenno esatto della loro teoria si rinviene in una 
memoria di Eulero inserita nel T. Y de'Gonunentarii di Pietroburgo, ove trattandosi 
deU'interpolazione della serie il cui termine (ft)esìfiio è il prodotto de'numeri naturali 
da 1 sino ad n, si scende alla ricerca delle derivate ad indice frazionario di una po> 
tenza stTf dato il coefficiente di differenziazione per lo mezzo d'integrali definiti, in 
fui l'indice non é più soggetto aHa condizione di essere intero e positivo. Eulero aprì 
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cosi la vera via di questo nuovo calcolo, ma si limitò alle sole potenze, e non fece 
alcuna indagine sulla formola assegnata. Laplace, espressa una funzione per un inte- 
grale deGnito sotto il quale la variabile entra solo nell* esponente della base dei lo- 
garitmi neperiani, disse che quella trasformazione potea servire alla ricerca del diffe- 
renziale a indice qualsivoglia della funzione, e Fourier pure volle giovarsi dell'insigne 
sua formola allo stesso scopo. 

In siffatto modo il primo ha ammesso che la derivata d'ordine qualunque deU'e- 
sponenziale conservi la stessa identica forma di quella a indice intero, ed il secondo 
ha mantenuto la forma alla derivata del coseno, ed egli é facile vedere che la prima 
ipotesi coincide con V altra. Quegl' immortali geometri però non ne hanno svolto le 
conseguenze, si sono ristretti ad un cenno fuggevole, ed han forse supposto che ogni 
espressione del differenziale di un dato ordine f». di una funzione potesse fornire i 
valori delle derivate a indice fratto, quante volte fi entrandovi come quantità , mm 
fosse assurdo supporlo qualunque, essendo cosi tolta la contradizione apparente di un' 
operazione da effettuarsi in parte, la quale faceva asserire a Brunacci impossibile l'esi- 
stenza dei differenziali di cui si tratta {Corso di MtUem, sublime T. U. p. 308). 

U Sig. Lìouville è stato il primo a riunire in un corpo di dottrina, e a svolgere 
i principii del nuovo calcolo, e a fame importanti e svariate applicazioni. Egli assume 
per definizione vera dei differenziali a indice qualunque l'equazione 

•dSr =•»'«-'. 

e quindi è costretto a trasformare in una serie di esponenziali ciascuna funzione per 
poterla differenziare, il qual processo, oltre le difficoltà che può presentare, ci sembra 
che sia del tutto artificiale, e che la ricerca dei differenziali di una funzione debba 
essere indipendente da quella trasformazione* Alcuni poi de'risultati ai quali egli per- 
viene sono talmente singolari, che non appagano certo lo spirito dell'analista, mentre, 
se non c'inganniamo, altro modo si può offrire che meglio concateni le diverse for- 
mole, e faccia vedere spontanea la relazione tra il caso degl'indici frazionari e quello 
degl'interi. 

Non vogliamo qui fare un'istoria delle ricerche posteriori del matematici, le quali 
in gran parte ci erano ignote, o non erano pubblicate allorché nel 1844 presentammo 
al Congresso degli Scienziati in Milano una memoria sull'argomento. Accenneremo sol- 
tanto che il Signor Peacock in un'importantissima relazione su certi rami di analisi 
{Report of the 3' Meeting of the Britùh Àssodation) fa brevemente menzione dei 
lavori del Sig. Liouville, e se ne dichiara affatto contrario* Egli adotta la formola di 
Eulero, e quindi in alcuni punti le nostre osservazioni concordano con le sue. Gli altri 
geometri come Greatheed {Cambridge Mathem. Journal Y* 1), Kelland {Traneaetùnu 
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of the A. Society of Edinburgh V. 14 et 16 ) e Center ( Cambridge and Dublin 
Mathem, Journal Y. 3 et 4) hanno seguito le viste fondamentali del Sìg. Liouville, 
e pertanto stimiamo non del tutto inopportuno il seguente estratto, che sottomettiamo 
principalmente al giudizio dell'eminente matematico francese, il quale ha manifestato 
{Journal de Mathém, T. 20 p. 116) di voler forse riprendere sopra nuova base il 
calcolo in questione. 

Noi sidmo partiti da una formola che somministra l'integrale a indice qualunque 
di qualsivoglia funzione, e che col mutamento di segno dell'indice diviene quella do- 
vuta originariamente a Laplace e rappresentante la derivata di un dato ordine di una 
funzione. Per la derivata di una potenza qualunque ritroviamo la formola di Eulero, 
un attento esame della quale conduce a varie importanti proposizioni , specialmente 
per le funzioni complementarie affatto diverse, come naturalmente dovea aspettarsi, da 
quelle del Sig. Liouville, ma che meglio mostrano il legame tra gl'indici interi ed i 
fratti, ciò che non potea in alcun modo vedersi nei risultamenti di quel geometra. 

Osserviamo ancora che la formola non può fornire le derivate d' ordine fratto 
delle potenze negative intere della variabile , e il valore infinito che si presenta in 
questo come in altri casi, ci dà a divedere che la natura della funzione é per su- 
bire un cangiamento. E infatti le potenze di cui si tratta non possono venire che 
dalle derivate intere del logaritmo, e la formola , che ordinariamente si assegna per 
rappresentarle, ci sembra affatto particolare, e si capisce facilmente che nell'espressione 
generale della derivata {ix.)e8ima del logaritmo vi possa entrare una parte trascendente 
che si riduca a zero, quante volte [i è intero. Questa previsione è pienamente con- 
fermata dal fatto analitico. Se nell'equazione generale si sostituisce il logaritmo alla 
funzione qualunque si ricava una formola composta di due termini, uno trascendente 
che svanisce per l'indice di derivazione intero e positivo, e vi rimane in tutti gli al- 
tri casi, e il secondo che si accorda col valore ordinario. 

Del pari per le funzioni, esponenziale^ seno e coseno si trovano gl'integrali d'or- 
dine qualunque composti di due parti, una delle quali coincide con l'espressione che 
comunemente si adotta, e l'altra per l'indice intero fornisce appunto i termini che si 
debbono aggiungere onde il risultato fosse equivalente a quello che si ottiene dall'in- 
tegrazione delle serie denotanti quelle funzioni, e per l'indice intero negativo si an- 
nulla, ma che in tutti i casi potrebbe venir compresa nella funzione complementaria. 

Il calcolo dei differenziali a indice frazionario giova principalmente nell'analisi delle 
equazioni alle derivate parziali , somministrando mezzo facile per la determinazione 
delle funzioni arbitrarie sotto segno integrale dietro date condizioni , siccome il Sig. 
Liouville ha mostrato con parecchi problemi. Seguendo il nostro punto di partenza alle 
formole del suUodato geometra bisognerà sostituirne delle altre, le quali in alcuni esempi 
ci hanno condotto a risultati finali identici. 

Tom 1. N«. 8. isiìs. 18 



/ 
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Integrando successivamente a parti si trova la formola 

Ja quale può anche scriversi cosi : 

(1) JV)d«' =;^|J 9(*) - ;j^9W -4- | ;^ f (*) - • • - • 

ove r(/u) è il secondo integrale Euleriano. 

Notiamo subito che in questo trascendente la quantità fx può ricevere de* valori 
negativi , ma allora esso perde la sua signi6cazione in integrale definito , e rappre- 
senta una funzione che soddisfa all'equazione alle differenze finite 

r(a -f- 1) == ar(a) , 
e verifica sempre la relazione 

r(a) r(l - a) = — ^ 
^ ' ' sen Tra 

(Ve^. Legendre ExercT. II p. 60, e un articolo del Sig. iVetvman Cam^. andDti^. 
Uathem. Journal Y. Ili p. 57). 

La (1) si può mettere quindi sotto la forma : 



(2) 



rtfixìix^ = ^-^^;^ af r<{{x-i- xe")ei^' iy (•) 

Quest'altima avrebbe potuto dednni dalla formola dovuta a Laplace 

A''<f{x) r(l -H f.) 



(3) 



■ \ f{x + Ìé")(r'-^' ùy , 



da?'* 271?^* 

quante volte si fosse sostituito — fi a /tx, cangiato perciò il segno d in / , e si fosse 
posta la quantità l eguale ad x. La (1) o la (2), che ne è una semplice trasforma- 
zione si trova dimostrata nella supposizione di fi intero, ma il secondo membro po- 
tendo rappresentare il termine generale della serie degl'integrali , darà per /tx frazio- 
nario dei valori interposti, che si possono considerare come integrali corrispondenti a 
quel valore fratto dell'indice. 

Ci limiteremo per ora a cercare gl'integrali di un ordine qualsivoglia delle fun^ 
zioni semplici. 

Facendo <p(x) = a^ nella (1) con la condizione n + 1 >> verrà 



/ 






{*) SecoDdo Fuso udottato dai geometri la lettera I si adopera per indicare v-i. 
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la serie deotro parentesi rappresenta l'integrale Euleriano di 1'. specie 

r(,x) T(n 4- 1) 



X 



dy.!r"{i-!/r = 



r(n4-i^4-i) 
e quindi 



(4) 



J r(n + f.4-l) 



Sia orafx>»l e /i. -t- t = i, avremo, per la proprietà fondamentale del gatnma , 
derivando una volta 

(5) É:^=_I(!LtiL.^-. 

^ ' da:'- r(n — T-f- i) 

formola che si potea ottenere dalla (4) cangiando il segno di fx, che vale anche per 
T >> 1, com'è facile assicurarsene, e che coincide con quella data da Eulero. 

Da qui si vede che prendendo t = n il risultato della differenziazione è una co- 
stante, e che però la derivata a indice fratto di questa non è zero. 

Le formole (4) e (5) evidentemente sussistono pure per ogni valore negativo fratto 
di n, perchè si possono sempre ridurre grintegrali a indice fratto delle potenze nega- 
tive frazionarie d' x ai differenziali delle potenze frazionarie positive, e i differenziali 
di quelle agrintegralì di queste. 

Bisogna ancora osservare che in generale si ha 



x-^daf ^0 , (7) ^^^^ = , 



d*'* 



se /EX — n nella prima formola e z±: n — fx nella seconda sono numeri interi negativi, 
ma con la differenza che nella 1 .* n e per conseguenza fi. debbono essere frazionari 
e nella 2. bisogna che n sia frazionario soltanto quando è preceduto dal segno — . 

Ciò posto se ne deduce un teorema per le funzioni complementarie. 

» Al differenziale a indice fi di una funzione si dee aggiungere un polinomio 

» della forma 

A A 

» e all'integrale dello stesso ordine un polinomio 



rw ro. - 1) 

» A, , A, , . . . . indicando costanti arbitrarie. 

Abbiamo messo esplicitamente i divisori r( — |t*), r( — fi — 1) , , T{fx) , 
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r(|ui — 1 ),...., tali che risultano dalle forinole (4) e (5) perehé l'esistenia della 
funzione complementaria è stabilila sulle equazioni (6) e (7), che hanno le rettrìsùmi 
indicale. Si scorge pertanto che la •'funzione complementaria di un integrale a indice 
qualunque r intero o fratto, positivo o negativo, può essere denotata dalla formola 

purché si sviluppi per le potenze discendenti d' « , e si moltiplichi ciascuna di esse 
per un coefQciente arbitrario. Allora si scorge chiaramente il legame che vi ha tra il 
caso degl'indici interi e quello^ de'fratti, poiché per r intero e negativo risulta Hf=^Of 
e per r intero e positivo é composto di un numero limitato di termini qual si con- 
viene. 

Avvertiamo finalmente che le equazioni (4) e (5) danno un valore infinito a causa 
del numeratore per n intero e negativo e fx e r frazionari, e la prima anche per (i 
intero se n = — 1 ; questo avviene perché la funzione nel Ì* membro in questi 
casi cangia di natura, siccome nella introduzione abbiamo accennato. 

Poniamo ora nella (1) <p(x) = logx, ed avremo 



/ 



". , . x^ , x>' l ì 11 li 



Una lieve riflessione basta per mostrare che la serie dentro parentesi può essere es- 
pressa per lo mezzo dell* integrale definito I jf^^' log(l—2()d|f preso negativamente. 
Abei ha trovato {Oeuvres CampUtes T . U p. 35) che, chiamando L(p) la ftm- 



zinne S- 9 si ha 



J 



tr' iog(i-y)dy = -HL±z) 



dunque 

(8) Plog xòxf" = 



ap^log X — g^L(l -^ jm) 
rOx-Hl) 



Sia ora f&'^i e f&H-T = l, prendendo la derivata della (8) verri 

d^logdg log « — L(l — t) 

12? r(i — t)x^ ' 

che potea subito dedursi dalla stessa equazione con un semplice cangiamento di segno 
di fi. Ma {ÀM T. U p. 13) 

L(l — t) — L(t) == V COlg ITT , 
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ed inollre 



r(t)r(i-t) = 



sennr 
dunque 

ra^ dnog X log X -^ L(r) r(T) 



d«^ r(l — 1)05'- ^ • ' -ur 

forinola che com'è facile verificare, differenziando nuovamente, sussiste anche per t>>1, 
e che consta^ siccome abbiamo da principio annunciato, di due termini, uno dei quali 
evidentemente sparisce per r intero, e l'altro dona in questo caso, il valore ordinario. 
Alla formola (8) si poteva anche pervenire partendo dalla (4) , ed operando in 
modo analogo a quello, che suole impiegarsi per dedurre il logaritmo dall'integrale di 
una potenza. Riprendiamo la (4), e consideriamo un solo termine della funzione com- 
plementaria; possiamo scrivere 

r V d*^- = ^(» + *) ^-^^ - ^±±^^ , 



ossia 



/ 






a-dx^+« = r(n4-fxH-2) r(^ 4- 1) 

1 
T(n -f. 1) 



Il 2! membro per n = — 1 diviene -^ , sarà dunque 

J * ~ rrrn^^on'f 1 dr(n 4- 1) 1 

( [^(«+''+2)] 1^- jY^^qijj^ dn J 

Ora abbiamo (AM T. Il p. 21) 
d logr(«) 



na— i 



da 

perciò verrà 



= L(a) — C , ove C = 0,5772 . . 



/ 



>-^' da^« iKf\o% X — ag^[L(l -f fx) — C] { T(n -f- l) j 
X "" r(/*4.1) I L(n-hl)i 



ma 

1 

L(n-Hl) = L(n-H 2) — 



n-hl 
perciò 



142 ANNAU DI MATEMATICA 

r(n 4- 1) r(n -4- 2) 



L(n 4-1) (n 4- 1) L(n -h 2) -- 1 



= — 1 per n = — i , 



C 
quindi, supponendo compreso nella funzione complementare il termine -^ =q d^, 

resterà ^^ ^ 

che é appunto la (8). 

Se si prende f (x) = tT* la (1) diveirà 



/ 



e«*d«^ =F7-r! »» r-Hrt»» :? 

r /x) fi fji-^ì 2 ft-4-2 



ovvero 

Supponiamo in primo luogo m positivo; spezziamo l'integrale definito del 2? membro 
in due, uno da y =0 sino ad |^=oo , e Taltro da |^=oo sino ad y=x, indi ridu- 
ciamo quest'ultimo tra gli stessi limiti ed oo mettendo x H- 2 per |^, ed avremo 

(11) J V d.^ = (i)v- - fi^J W +«)- d, . 

Se poi nella (10) m è negativo allo stesso modo si ricaverà la formola 



(12) 



J'^ dx. = (- i)''e-~ -H fp-J>'{- -«)- d. 



In queste due ultime equazioni la prima parte del 2? membro coincide col valore 
che si prende ordinariamente quando l'indice fi è intero, e l'integrale definito, che 
rappresenta allora precisamente i termini da aggiungersi onde il risultato fosse equi- 
valente all'integrale della serie dell'esponenziale , s' intende compreso nella funzione 
complementare. Lo stesso potrebbe anche farsi per /a frazionario, e scrivere in unica 
formola 

£ facile provare che le equazioni (11) e (12) valgono ancora per [t negativo, e se 
fosse di più intero l'integrale definito sparirebbe dal 2? membro. 
Si troverebbero ugualmente» giovandosi delle equazioni 

r(f*)cos^ ^ T{fi)tienf^ 



I jf'^^cosmy dy=s» — — , I |^* sen m|^ d|^ ss 



m^ 
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le forinole 

(14) I scn mx dx'' = — ^ san (♦'** ~" Y*)"^r7T I (^"^ *)'^ ***"''** ^* » 

(15) I cosmxdx'* =— — C08 Ifiur --^j-— =r-r- j (« 4- »)'^*C08 ma d» , 

che sussistono pure per /a negativo, e sulle quali si potrebbero fare osservazioni ana- 
loghe a quelle accennate per le (11) e (12). 

Veniamo ora alla ricerca di alcune formole generali, che seguendo i principi espo- 
sti, dovrebbonsi sostituire a quelle del Sig. Liouville. 

Supponiamo 

?(«)=2^»-, 

avremo 

^*^^^^^^*--VA ^■^^+« nm+1) __ ^' ^. ^ r(p+i)r(m+i) 



aa-i).jv,.-..« 



ma 

r(p-4- 
r(m 
dunque 

(16) j\{ex) (1 - eyàe = E<L^) J'"' ^{x)òaf^^ , 

onde si deduce posto 0x = 

(17) f '(p(0) {X - ey de = r(p h- i) r^\{x) àaf^' , 

la qual equazione avrebbe potuto subito ricavarsi dalla (10) supponendo 

rt Bx 

Se in questa mettiamo -r — in vece di otterremo 



facciamo 



j:ii^)w^-'-^r^'--. 



,(.)_»(!), 



1 1 

e quindi poniamo- per x e - per 9, avremo ocai 



i44 »3fSàU W MàJEMàJKA 

e feria 



(^•f* H^ 5^ * = Hjp H- 1»^ I ^'^^♦(jn ^^'^ 



il») 

la Mo4i> o Ménin m ù arma •!*( 
(19) 



r^i* - f)«P* = i-^/T{p ^ t)a' J^'oB^ •^Ki)'^ 



<^ei|«eMk> raaaiw M Sif. LiosfiDe (^NBnMf éeriaU Fd^tek. C ti p. 4i) 
rifarà 



SffB^ffMftrt a qualdie applkaime dì fante 

Un proUema di geometria ha coodolto il Sig. linmlle (L e. ^ il) alTcqvMMne 



^2x I ^9 



.♦(X -^ 5)dff = •* , 



estendo a coetante, e si tratu di determÌBaie b ftmnioe #. Se aeDa formola (18) 
ftf yjamn p = ^ ^ abbiamo 

dmMiiie dietro la eoodiaone del problema 






Mria ponendo - per x 

X 



e differenziando a indice | per la (5) otteniamo 



« perciò 
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„.l,--i!^.-« 



K9 



- 1 «=» — I — « 9 ossia ♦(«) =» — * T' 



come appunto avea trovato il Sig. LìouviUe. 

In una questione dì meoeanica lo stesso geometra ottiene per determinare la fun- 
zione ^ l'equazione 



« 



2 I X sen^oe t^x sin «)dae s /*(«) , 



essendo f(x) AoAm, e per un esempio particolare prendeyi«)«»ff, e perciò /*(«)«==!, 
e ponendo 

riduce quell'equazione alla seguente 

DaUa (20) avremo dunque 

facendo s «s -y- e differenziando a indice ^ si consegue 

e quindi 

2 1 

^ Tt X 

come alla pag. 46 del giornale citato. 

Finalmente per un' applicazione della formola (17) richiamiamo un problema di 
meccanica trattato da Abel (Oeuvres camplètes T. I. p. 27) nel quale si cerca una curva 
tale che il tempo impiegato da un grave a percorrere un suo arco sia una finzione 
data dell'altezza verticale dell'arco. Questo problema porta all'equazione 

ff'{6) àe 



i 



o yx—e -^ 

T«B. I. IT. s. issa. 12 
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e bÌMgna determinare f data f(x). Abel considera l'equazione più generale 

Ora la (17) ci dà, fatto p =: — n 

onde 
e però 

e per una nuova applicazione della stessa (17) 

^'<*) = r(i-«?r(«-i) i>»''-^)'-'''^> 

integrando una volta rispetto ad a; , ed avendo riguardo alle relazioni fondamentali 
del trascendente F, verrà 

1 

e se n = - 

le quali formole coincidono con quelle di Abel (1. e. p. 23). 

P. S. Benché non ci sembri possibile togliere ogni aii>itrio nel punto di partenza 
della presente quistione, pure a giustificare 1* uso che facciamo in tutti i casi della 
formola (1)» dietro il consiglio del nostro valentissimo amico Prof. Brioschi, soggiun- 
giamo alcune osservazioni. 

Supposto j9 intero la derivazione a indice - di una funzione f^(x) è <|uell' opera- 
zione la quale ripetuta p volte sulla funzione medesima dà per risultato f'(jB). Pos- 
siamo dunque considerare la definizione de'differenziali ad indice qualunque eome 
chiusa nell'equazione 

I I (f{x) darjd«"«= I ff{x) dar*-, 
la quale indica ancora una delle leggi principali del simbolo di operazione /. 
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Ora è facile moslrare, che la nostra fonnola fondamenUle soddisfa t questa legge 
qualunque siano m ed n. 
Infatti dalla (1) abbiamo 

e però per la (2) integrando a indice n 
ossia 

Sviluppando (f^''\x -+- xe^^) ed (1 h- e'')*'*''" , ed integrando otterremo 



W'^«>/ 



.(_l).^,.H,,(,,[-l__(„4-r).j^^+(mH-r).^-^ 



H- 



9 



(m -f- r), , (m +r)a , essendo i coefficienti della potenza (m +r)'""" del 

binomio; sappiamo inoltre che 

dunque 



« 
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che si può aorÌTere cosi : 

-^W.r(n -♦- l)r( m 4-r — 1) -h (r),r(n ^ 2)r(m h- r — a) 4- 

....-♦- (r)^(n -♦- q)T{m 4- r — g) 4- 4- r(n 4- r)r(m) | , 

e per le proprietà del trascendente gamma 

- ^"^ Tf ir ^^'""^^^ ? 

r(m4-n)^^ ' (m-|-in-r)r(r— 1) (m-<-iH-r— i)(m4-n4-r— 2)...(m4-J») 

j(m -<- r— l)(m 4- r — 2) .... m 4- (r), (m 4- r — a)(m 4- r — 3) .... m.n 

4- Wa (m 4- r — 3)(m -<- r — 4) . . , . m(n4- l)n 4- 

•(r),(m4-r— g— l)(m4-r— g— 2)....m(fi4-g— l)(n4-g— 2)...n4-.... 



ld«* 



• . * • 



4- (n 4- r — l)(n 4- r — 2). . . . nL 

e per una relazione nota {Cauchy Anal. alg. p. 100 Cor. l"".) 

come appunto si deduce dalla (1) ponendo fi »» m 4- n* 
Genova 18 Aprile 1858. 
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HCaiOIllB 

SUR LA PROBABIUTÉ DES ERREURS DANS lA SOMME 
OU DANS LA MOYENNE DE PLUSIEURS OBSERYAHONS 

PAR LE P« M. JULLIBIV S« J« 

(CoBtiiniaikme T. pig. 88.) 



IV. 

Le etlenl Dumérique des probabilités effectué mar les formala (17) et (18) se- 
rat fort pénible dans le eas d'un §innà nombre d'obeervatioiis. H sera donc utile de 
diercher une formule plus simple, propre à remplteer avantagensement dans ee eas 
les formules rìgoureuses déja connues. 

Je eonsidére iei la somme d'un grand nombre d'observations, pour ehaeune desn. 
quelks l'amplitude 2a de l'eireur possible est petite. Alo» je puis negliger les pui»> 
sanees supérìeures de a dans Téijuation différentielle (9) de la eourbe des probabilités» 

(9) /(«) —J{x) -h-^ -^ /(« — 2a) 4- -— -yi« — 2a) = 0. 

Remplacaot dono dans eette équation f(x — 2a) et, f(m — 2a) par leurs dévelop- 
pements respeetifii 

et 

4a* Su' 

f{x) - aa/(«) 4- rL^f(x)-^f'(x) + 



2 -^ ^ ' 6 



X 

il yient, en multipliant fMir— > 

(19) a/(«)-.[(n + 3)fl-.«]/'(«) -f- f-y a(fH- 2) - x\^f(x) -<- .... = 6. 

Quand a est trésiwtit, le terme en af^{x) peut ètra negligé sans qu' il en lésulte 
ime erreur sensible, ainsi que ks termes suivauts, qui contiennent en faeteur des puis- 
sanees supérìeures de a. Alors l'équation, réduite à ses deux premiers termes, a pour 
inlégrale 
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Celle équaliofi représente h courbe des probabilités enlre les ^hmàmts el mi; Faslre 
nohié de la courbe sera symétrìque. 

Les eoosUnles G el C^ se détermÌDem par ks deox condiUona, qoe y aoii mtà 
aree x, et qne Taire de la courbe enlre les abscisses el «a soh éple à •>. Ob 
troove 

1 X 



2a (it-h3)log(-J-hlJ-iiJ 



(m- 3)a — « 



Qnajid on preod rori|;iiie des abscisses ao poinl qui répond a une errenr nulle el 
qae l'on compie les abscisses positives en sens inverse, la courbe est représenlée enlK 
ks limiles « = el x = no, par Téqnation 

1 im — X 

(81) ,=- "• 



Sa 



(«+3)log(^+l)-»] *• 



ti enlre les limiles x = , el d; = — ita, par Téquation 

1 na-h X 



(22) y = 



2a (»H-3)log(-|-4.lJ — m] 



3a— « 



Chaenoe des deox moiliés de la courbe apparlienl à nne branche dliyperbole éqiù- 
lalère, doni les asymploles soni parallèles aox axes coordonnés. Les coordonnées du 
cenlre de lliyperbole doni fail parlie la demi-eonrbe représenlée par Téqualion (21) 
soni 

X = — 3o = 1 

2a[^(n ^. 3) log ^A-hl)-fil 

el la puissance de lliyperbole esl 



H(T-)-JTr] 



-I 



La probabililé P que l'erreur ne dépasse pas les limiles — {d el + £a esl donnée 
par la formule 

(23) P=-4| 1-^- 

Ces formoles ont le mérile d'une grande simplicilé el d'une exaclilude suÉSaanle 
pour des erreurs un peu considérables; mais il ne faudrail pas les appliquer à des 
erreurs Irès-peliles. On sail en effe! que la courbe des probabilités, en verta de la loi 
de continoiléf doit avoir la tangente horìzonlale au poinl qui répond à une érreur nuUe, 
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ce qui n*a point lieu dans la courbe discontinue formée par les deux branches d'hy- 
perbolcs (21) et (22). 

Au reste il sera facile de pousser l'approximation plus avant, si l'on juge que les 
fonnoles (21), (22) ne sont point assez exactes pour Tusage que Ton veut en faire. 
Revenant à Féquation différentielle (19), on substituera la valeur déjà obtcnue (20) de 
la fonction f(x) , dans le terme le plus sensible panni ceux qui ont été négligés , 
c*est-ÌHlire dans le terme 



r^a(n-4.2) — Ja/'(«), 



et Ton integrerà la nouvelle équation. La valeur ainsi obtenue de la fonction f(x) sera 
une ezpression plus exacte de l'ordonnée de la courbe des probabilités. 
L'équation à intégrer est alors 

elle est linéaire et s'intègre aisément par rapport à f(ic). La constante introduite 
par l'integration se détermine de manière que la tangente à la couii>e au point qui 
répond à une erreur nulle soit horizontale; une nouvelle integration entre les limites 
et jc donne la valeur de y, et on trouve enfin Fexpression de la probabilité que 
l'erreur est comprise entre les limites et $a : 

P=4iiCJd:- ^^ -Ba{-t-A log.«(?+3)- |[log.o(? + 3)]' j , 

formule dans laquelle on a pose 

A = 3(log.3fl- 1)-1ZJ, 

P A ~ 8 log.a(n -^ 3) n— 1 

a(n 4- 3) "*" 2o(n 4- 3)* ' 

D = B H- ^^=-!- - A log.3a H- I (log.3a)% 

et Ott G est une constante qui se determinerà par la condition qu'on ait P=sl pour 

L'équation (23) fait connaitre très-facilement Verreur probabie de la somme des 

1 l 

observations ou de leur moyenne; car, dans le cas de P =-^> le terme — ^ est 

Sii il^-o 

peu considérable, de sorte qu*on peut y remplacer { par la valeur approcbée Ìi que 
Fon tire de l'équation réduite à une forme plus simple par la suppression du terme 
en question. D'après cela tout le calcul se bome à résoudre successivement par rap- 
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pori à fg et à $ les deux éqaaiiom 



^*-)-Ht*')-tz^. 



3 



Iog(-|-+l)«log(|-+l)+^. 



AppUccOwn à la mesure d'une base géodénque. — Dans la mesure de la base 
géodésique exécutée récemment par le P. Secchi sur la vaie Appia^ le nombre dea por- 
tées de la doublé toiae été de 3010 (la distance entre les zéroa dea deux éehelks 
gravéea aux extrémitéa était de 4 mètrea). Deux observateurs fìiisaient sùnultanémeiil 
la lecture dea deux échelles à Faide de microscopea muoia de réticulea à troia fila 
parallèlea^ et notaient le nombre correspondant à chacun dea troia fila; ila changeaieiit 
enauite de place l'un avec l'autre» et répétaient les mémea lecturea, en notant pareil- 
lement les divisiona correapondantea aux troia fila, deci fait, aana toucher an miero- 
scope antérìeur, immobile sur aon banc, on tranaportait la toiae en avant, de manière 
a amener aon extrémité poatérieure aoua le microscope laissé fixe, un aeoond micro- 
scope se trouvait déja place au-dessua de l' extrémité antérieure, et l'on commen- 
fait la lecture de la nouvelle portée. La moyenne dea aix nombrea notéa à chaquè 
extrémité était priae pour la meaure de la distance entre le zèro dea divisiona de 
l'échelle correspondante et Textrémité de la portée. Les dixièmea de millimètre éta- 
ient lus directement sur la toise, les centièmes de millimètre se comptaient par eatime. 
Or la différence entre les nombres notéa pour un méme fil par les deux lecteura ne 
s'est jamais élevée à 0"^, 04. 

Il suit de là que, pour calculer l'erreur probable produite sur la meaure de la 

base par Fimperfection obligée de la lecture, on peut sana crainte d'exagérer la pe- 

titesse de cette erreur, supposer qu'à chaque extrémité pour chacun des troia fila on 

a note un seul nombre dont l'erreur peut recevoir indifféremment toutes les valèora 

compriscs entre — 0"^, 02 et •+• (T^f 02, et qu'on a pria la moyenne de eea troia 

nombres pour distance entre l'extrémité de la portée et le zèro de l'échelle. 

Dana ce caa 

n (nombre des observations) <= 3010 X 0» 

et les deux équationa précédent^s donnent 

? = 71,293; 
en sorte, que l'erreur probable de la base, résultant de la lecture, est 
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AMM AO 

71, 293 X ' = 0*-, 47528 , 

ó 

Admettons qoe la mesnre de ehaque portée se trouve par une cause quelconqiie 
aifeclée d'une erreur capable de prendre indifféremment toules les valeurs comprises 
entre deax lUnites constantes , égales el de signes contraires. L'erreur probable qui 
Serait produite sur la base par de telles erreurs élémentaires se trouve par les mémes 
formules en faisanl n =» 3010, nombre des portées. Il vient 

S « 27, 682; 

d*où il résulte que pour produire sur la mesure de la base une erreur de le mil- 
limètres , il faudralt que les limites de l' erreur possible à chaque poriée soient 

■" 27, 682' 

Par exemple, pour produire dans la mesure de la base une erreur probable de 

un centimétre, il faudrait que Terreur sur chaque portée puisse s'élever à ±:0'^, 361. 

Pour produire une erreur probable de deux centimétres , il faudrait que les limites 

de Terreur élémentaire soient deux fois plus étendues ou soient ±: 0"^, 722. 

Dans la réalité , parmi toutes les valeurs possibles de l'erreur total de chaque 

portée, les plus pelites valeurs soni plus probables que les plus grandes; en outre 
les mesures de la vote Appia étaient prises avec tant de soins qu'une erreur de 
0*"", 7 sur une portée était tout-à-fait impossible , méme dans les circonstances les 
plus défavorables d'inclinaison forte^ de changement brusque de temperature, de fi- 
xation des poirUs en terre k la fin de la joumée, etc. Pour ces deux raisons on est 
€0 droit d'affirmer que l'erreur probable de la mesure de la vote Appia n'atteint pas 
deux centimétres. Peut-étre méme il n'y aurait pas de témérité à réduire de moitié 
cette limite supérieure de l'erreur probable; car une erreur de db O"*"*, 36 sur une 
portée parali presque absolument impossible. 

Ces calculs montrent avec quelle perfection se compensent les erreurs forluites et 
indépendantes les unes des autres, dans la somme ou dans la moyenne d'un grand 
nombres d'observations. 

V. 

U existe pour le calcul de la probabilité des erreurs dans les sommes et les moyennes 
une méthode plus rapide el plus generale que celle doni je me suis servi jusqu'ici. 

Je considererai d'abord le cas d'observations simples dans lesquelles l'erreur peut 
éVre positive ou negative, et a méme probabilité, quel que soit son signe, pour une 
méme valenr numériqoe. 

Tom. 1. R*. s. iSiS. 20 
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Soient — a el + a les limites de Terreur possible à cliaque observalioDy et x(x) 
une fonction de x proportionnelle à la probabilité de l'erreur positive x. 

Si Fon imagine que Tamplilude 2a de l'erreur possible à chaque observalion soil 
parlagée en 2m intervalles égaux et iofiniment petits Lx , el que la probabilité de 
l'erreur reste constante dans un méme intervalle; alors la probabilité YAx que l'er- 
reur dans la somme de n observations reste comprise entre t'Ax et (i + l)Ax sera 
proportionnelle au coelìficient de efi^'V-t ^^j^ \^ développement de la puissance 

OQ bien au coefficient de cos.t<pA^ danS le développement de la puissance 

(24) i-f 2 g . x(tA«)co8.t*AajT 

suivant les cosinus des arcs multiples. 
Or, comme on a généralement 

I co8(» tt) cos(t'tt)dtt = 

quaod les nombres entiers f el f soni différents; el 



n 



I C08(t tt) COS(t'tf)dtf = -^ 



quand H est égal a t, il s'ensuit que le coefficient de co^.t<|>A:B dans le développe- 
ment de la puissance (24) est représenté par l'intégrale 

'— I cos (t^Ax) ^ . x(^^) cos.t^'^ I d^^ • 

D'ailieurs la probabilité d'une erreur comprise entre les limites — nmàx et -hmnàx 
équivaut à la certitude, et doit étre représentée par l'unite; par conséquent, on a 

cos (i^^x) X • x(*^) cos.t^'Ax I A.^^x 

.-*= '- ^ =r. 

i I» 

Xii^x) J 

Faisant converger, dans celle demiére équation, Ax vers 0, el en méme temps m et t 
vers l'infini, de manière que max et zAx restent égaux à a et à x, a la limite le second 
membre représentera la probabilité ydx que dans la somme de n observations l'erreur 
reste comprise entre les limites x et rr+dx. Dans ce passage à la limite les sommes 



7C ■'^^ 




Are 2 • xi^^)^^'^^ ^^ ^ S x(^^) 
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deviennenl les inlégrales 

o i/o 

, qui est prise fiar rapport a l'angle ^àXf peut se remplacer par 

ir 
une intégrale prise par rapport à Tangle ^ entre les limites et -r— f limites qui pour 

Ax^^éx deviennent et oo . On a donc, en divisant par dx, 



= -LJi 



Il Z(«) to 



d<|. 



et » l'oD change 4* e» - <oiu le signe / , 



(25) 



1 s'H^*)uy^'^'^-i*^']'^* 

[j:x(.)d.]" 



La probabilité P que Terreur dans la somme de n obsenralions est comprìse entre 
— X et + X s'obtient en inlégrant la formule précédente par rapport à x^ sous le 
signe / relatif à l'angle 4*9 «n^i^ '^ limites et a?. On trouve 



(26) P«2 



P ^ 2 jy ^'° (t ^[f x(x)cos.g»dx 



LT^ 



d^l» 



Dans le cas étudié jusqu'ici d'une manière speciale, où toutes les erreurs eom- 
prises entre — a et + a sont également probables à chaque observation simpk, on a 

x{x) = constante ; 
et, par suite, 

(27) 



(28) 






{Qmdnua). 
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NOTE SUR UNE FORMULE D'ABKL 

PAR JOSEPH BERTRAND. 



L'illustre geometre Abel est considéré avec raison comme un des esprits les plus 
rìgoureux, qui aient cullivé les matbématiques. Ses oeui^res aujourd'bui classiques, son^ 
entre les mains de tous cenx qui étudient la geometrie ; et les théorèmes qu* il a 
énoncés sont acceplés souvent sans examen, sous la garantie de la sevère exactitude 
qui caractérise Tauteur : il n'est dono pas inutile de signaler une formule inexacte qui 
s*est glissée dans la colleclion des mémoires é*Abelt publió» aprèssamort. L'éditeur 
JT. Holmboe voulant réunir tous les mémoires de son illustre ami a reproduit les 
premières recherches publiées en partie dans des joumaux scientifiques Suédois. L*un 
de ces mémoires a pour objet la démonslration d*une formule qvi'Ahel eùt certaiment 
supprimée, s'il avait pu diriger lui méme la publication de ses decouvertes. Je veux 
parler de l'équation 

qui donnerait la partie réelle de ^(«H-y^ — 1) dés que l'on connaii la fonction^x) 
pour des valeurs réelles de la variable. Getle formule qui résoudrait un problème in- 
téressant de la tbéorie de la cbaleur est évidemment inexacte 9 un pen d*attention 
iufifit pour reconnaitre que le second membre est toujours égal à zèro. Quant à la 
démonstration ( Oeuvres d'Abel , tom. 2 pag. 223 ) elle est inacceptable paroeque 
l'auteur y introduit des intégrales définies dont la valeur est infinte» et qu'il caleule 
ces intégrales au moyen de formules qui ne sont pas applicables» il emploie par 
exemple (ligne 17» pag. 223) Téquation 

où n désigne un nombre entier positif, et dont les deux membres ne sont pas égaux» 
car le premier est évidemment infini. Il est assez singulier qa'Abd cberebant ensuite 
à vérifier la formule dans le cas où l'on a <f{x)=é'j arrive parane faute de calcili 
à un résultat exact. D pose en effet (page 224, ligne 6) 



/: 
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iandìs qa*il faut mettre dans le second membre dt ^e^, et prendre le signe sii- 

périeor qnand v est positif , et le signe iflCérienr dans le cas eontraire. En ayant 
égard è cette remarqne la formule ent donne 

cosy = , 

et Fon aaraìt aper^ u son inexaclilude. On me permettra de faire au sujet de la note 
qui snit celle dont je parie, une observation puremeut historique. Lea formnlea don- 
néea par Ahd (pag. 225) pour représenter les nombres de BemouiU par dea intégrales 
définies étaient connues depuis long-temps. On peut les lire dans le Mémoùre de 
Et, Caticfcff sur les intégrales définies ( Mémoires dea SavanU étrangen fom. i"', 
pag. 736, an. 1827); et j*ajouterai méme, qiie comme le déclare Jf. Gotfdby» ees 
formulea n*étaient pas nouvelles, lorsqu'il les a rencontrées eo 1814. 



Enfin dans la suite de la méme note, Abd donne la formule 
qui appartient à Jf. Pkma {Méfnoires de Twin tom. 25, 1820). 
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SUI GOVARIANTI DELLE FORME A PlIT VARIABILI. 

NOTA 
DEL PROF. FRANCESCO BRIOSCHI. 



1? Sapponiamo che operando sulla funzione oinogeneay{d;| , x, , . . . x^) del grado 
n, la sostituzione lineare : 

(1) Xr = ar,n If. 4- 0,,, ffa "*- • • • . -f» tt,^ y^ 

ottengasi la : 

F(y. . y, -. »~)=£ n.. . ni ... n», <"• ' '' ' " --)»■'' »^' • • »^ • 

nella quale le a, , a, , . . . o^ devono assumere tutti i valori 0, 1» 2 . . . n che sod- 
disfano alla equazione : a, +a, 4-....a^=n, e nft = l. 2. 8.... ti. Se con 
Q,,^ indichiamo il «imbolo di operazione 

d d d 

«i.# -jz — *- «a,* x;: — h . . . -4- c^H, 



"nitr 



da.^ ^ -»" da.^ " —da. 

si ha per lo sviluppo di Taylor : 

jj^ "».i "3,1 • • • U»,i 

n«. . n n«w («..«.»••• '^) = n«, . n», . . . n*^^"- ' "»•' ••"*••) 

ed altre m — 1 analoghe operando coi simboli Q,,, , Q,,3 . . . Q,^. Si avrà quindi 

Ora osservando che la espressione del secondo membro di questa equazione é omo- 
genea rispetto alle a,,i , a^,, » . • . » o^,, e del grado a^ ; operando col simbolo Q,,, 
sui due membri dell'equazione medesima si otterrà : 

Qi.iK > «a >•••»«*)= jjj^ -«lOafi Qìl • • • • Q*.,i/l«i,i > «a,i • • • ^m,i) 

ossia per la (2) : 

Qa,i(«i 9 «» • • • O = «i(«i » «»•••««.) 
od in generale : 

(3) Q,^(«i , ce, . . . O = «#(«! » «a • • • «^) 

per f « i 9 2 . . . m. Dalla (2) deducesi facilmente la : 
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(«.-1. a,+i, «3-«-)= ^^Q"'** Q"' • • ■Q'"'Aa... . «... • • • «.,.) 

ed allre analoghe, quindi per la slessa (2) si avrà : 

Qa,i(«i > «a •••««)== «I («I i » «a 4- 1 , «3 • • • «*) 

od in generale : 

(4) Q#,r(«i I «a • • • «I») = «r(*l > «a • • • «r 1, • . . «, H" 1, . . . a^) 

per <, r =:^ 1, 2, . . . m, ma differenti fra loro. 

Consideriamo ora una funzione Y(yi , ^a • . • y«„) dei coefficienti («,9 a, , ... «i,,) 
della forma F e delle indeterminate jfi » y, • • . y^ • Indicando per brevità con Q il 
simbolo di operazione Q,,^ si ba : 

(5) Q[V(». . y, , ... »-)]=Q(V) + ^(y.)+^Q(5,.)-H .... + ^(»„) , 

supponendo che in Q(V) la operazione Q non affetti che i coefficienti; ma ponendo: 

dA 



^ = 2(— *«.x *a.« • • • *«.«") » ^r,s == 



da. 



dalle (1) si deducono le : 

^Vr = «i.r «1 H- «a.r «a H" • • • H" «««,r ««. 

dunque : 

QiVr) = J-(«. Q(«..,) -f- «a Q(«a^) + • • . "h «« Q(«..r))- f Q(A) . 

Da questa relazione si ottengono le seguenti : 
ed in conseguenza dall'equazione (5) si hanno le : 

Qs^[y{y^ , ya . . . yj] = Q,^(V) - Vs^ 

(6) < 

dV 
Q*.r[V(y. , y, . . . y.)] = Q„.(V) - y, — • 

2! Sia U(a[;,, a;, . . . x„) un covariante della forma /[x^ , x, . . . x^)) ^ suppo- 
niamo che trasformandolo mediante la sostituzione lineare (1) ottengasi V(y, , y, , ... y^) 
covariante di F; si avrà per la definizione di covariante : 

(7) V(y, , ya . . . y«) = A'. U(«, , », . . . «J. 
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Ora essendo per proprietà dei determinanti : 

la equazione superiore darà : 

Q#,* \yiyi » y.- • • Vm)] = pV(y, , y, . . . yj , Q„r [V(y, , y, . . . yjj « 0; 
e quindi, in questo caso, si dedurranno dalle (6) le : 

(8) a^(V)-».^=pV, a,(V)^y,51 = 0. 

Se da ultimo osserviamo che : 

dV 

dV 

Q*.r (V) = 2 ÀU Z T\ Q'.r («, t «.•.-.«•); 

sostituendo e ranunentando le relazioni (3) (4) si avranno le seguenti : 
V / dV dV „ 

2.K, .,.-.,.. ..,h-.,...^,3ì;P-J!^-.,-„^-.. 

Il covariante Y della forma F(y, , ya • • • yj deve dunque soddisfare a queste equa- 
zioni; ma osservando che nelle medesime non vi è più traccia di operazioni relative 
ai coefficienti della sostituzione lineare, ne risulta che il covariante U della forma y* 
dovrà soddisfare ad equazioni della medesima forma, nelle quali le a;, , x^ , , . , x^ 
prendano il posto delle y, , ya » • • • y^ ed i coefficienti della funzione y quello dei 
coefficienti della F. Notiamo che supponendo U del grado h rispetto ai coefficienti di 
ff e del grado k rispetto alle variabili x^ t j;, , . . . x^ « dalla equazione (7) si ha 
tvidentemente la eguaglianza : 

nh^=: mp -h k 

1 

e da questa p »= —(nh — k), 

3? Supponiamo : 
nella quale le C| , c,...e^ si intendano assumere tutti i valori 0, i» 2, ... ik che 
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che soddisfano all'equazione e, + c^ + • • • + Cm «^ A;. I coefficienti (Cj , e, . . . c«) 
essendo funzioni degli (a^ , a, . . . o^), si avrà : 

ed osservando che : 

dV ^ ITA; , , «t e, e, — l e^ 

di?:°^ nc..nc,...nc_ '^'<""°'--^)y' »«•»• •»"• 

od anche : 

dV «^ nA; . - ^ V «I «r — * «« 

djr° Snc.. nc....nc, ''<''" "'••"--*•""- + *'•"-)»'• -y- •»- 

si Otterrà per la seconda delle equazioni (8) la seguente : 

(10) W#,r\Cl f ^a > • • • ^m) =" ^rV^i 9 * • • ^r""* > • • • C, -+- 1 , , . . Cu,) 

ed analogamente essendo : 

dV -, HA; , . «, e, c^ 

si avrà per la prima delle (8) la : 

(11) QsJC^ f Ca . . . O «= (P H- C,)(C, , C, . . . Cj. 

La equazione (10) dimostra che conoscendosi il valore di uno dei coefficienti (c^ , e,... cjj^ 
quelli degli altri si ponno dedurre dal medesimo. Infatti supponiamo nolo il coeffi- 
ciente ]^ pel quale e, = A; , c^ = C3 = . . . = c^ = 0. Dalla (10) si hanno le : 

(A:-- 1, 1, 0, ... 0) =i Q,Jk, 0, 0. . . 0) ; 

1 
(A; — 1, 0, 1, ... 0)= T Os,! (*, 0, 0, . . . 0) , ec. . . . 

cioè 1 valori dei coefficienti di j^^ y^ ; jf^^ y^ ec. . . . Cosi dalle : 

(* — 2, 2, 0. . . 0) = jj3|;Qa.i (*— It 1, ... 0), ec 

si hanno i coefficienti di j^' Vt * * * ^ ® ^^ ^^ seguito. 

Dalle equazioni (10) (11) deduconsi inoltre quelle alle quali deve soddisfare il 
coefficiente {k^ 0, 0, ... 0). Esse sono : 

Tom. I. N«. t. isM. 21 
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(12) Q,^fcO,0, .. . 0) = per r== 1, 2, . . . t — i,f -f- 1 . , . m 

Q...(*» 0, 0, . . . 0) = (p H- fc) (*, 0, . . . 0); 

{hjkj 0, ... 0) = p{k, 0, ... 0) per t := 2, 3, . . . m. 
Ora se con : 

(a, , «a . . . «„)^ (a', , «, . . . a»,)*^ («^ , oj. . . ^)^ .... 

indicaM un termine qualsivoglia del coefficiente (4^ 0, . . . 0); le due ultime equa 
zioni (12) danno: 

cioè il coefficiente {k^ 0, 0, ... 0) è relativamente ai coefficienti di F» omogeneo ii 

indice, del grado p -h k rispetto ai primi indici; e del grado p rispetto ai secondi 

terzi ec 

4? Sieno f , ti. » u^ — u», fii+ 1 covarianti della forma /{x^ » x. . . . . xjj 

Posto 

dH 






«r^ = 



d-^**' 



si sostituiscano nel eovariante ^ in luogo delle a;, , a;, . . . d;. , le espressioni : 

z, = a;, X, -4- «,,, X, -h ... -h 11^,, X. 

«a = «a X, -f- ti,,, X, -H . . . -4- «„,, X. 



«*. = «« X. 4-tta^X,-f- ... -4-i«,»^X. 

e si sviluppi ^Zx » *» ' ' 'Zm) ^ mezzo della formola di Taylor. Si avrà : 

essendo t il grado di f rispetto alle x^f x^. . , x^ ed : 

(fc, , /k, . . . ^) = -jj— Pa* P3 . . . PJ" ^«1 >««...«■,) 
^ d d d 

^'=«-di:-^«-csr-^ •■*"«- di: 

osservando però che neU*eseguire le operazioni P, 9 P3 debbonsi rite; 

quantità u^^ come costanti rispetto alle aSg , x^ . , , x^; cioè che quei simboli 
razione affettano soltanto il covariante 7. 
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Ora « t eoeffdend (^i » /b, , . . . ^) «mio covarìanii ddìa forma/ ». Qoeslo 
teorema è una estensione al caso di pia indeterminate dell'analogo per le forme bi- 
narie dovuto al Sig. Hermite {Journal de Creile T. 52). Se supponesi che il cova- 
riante ff sia la forma proposta y; i covarianti (h^ ^ ^a» • • • ^) >ì diranno covarianti 
associati al covariante », . 

Indichiamo per brevità con a^h^c^ ... i coefficienti della forma fy cioè sia : 

ed : 

(a, byCy.. .)(«, , «, . . . O" = (/ A, B, e. . .)(X, , X, , . . .XJ" . 

I coefficienti A, B, C . . . saranno perciò covarianti associati al covariante » , . Sia ora 
4'(x, , x, . . . «m) un covariante qualsivoglia di fi ponendo : 



M 



«a «a.» «3, 



'«••a 



""toalM 



si avrà per la definizione di covariante : 

M'HMa,*, e . . . «, , «a .-.»«)= <M/, A, B, .. . X, , X, . . . X^); 
ma per una nota proprietà dei determinanti ad elementi reciproci, si ha : 

supposto essere p il grado di ». rispetto alle variabili «, , d?, . . . «« ; quindi : 
p^tif H'^-^'^^Ca,*, .. . *.,«.... »^) = i^ifi A,B, , . . X, , X, . . . XJ. 

Se in questa equazione poniamo X, = 1 , X, = X3 = ..,== X« == 0; ottiensi evi- 
dentemente che « Un covariante qualsivoglia della forma proposta moltiplicato per una 
potenza di tf,H"*~' è eguale ad una funzione razionale, intiera dei covarianti asso- 
ciati di tt| ». 



Pavia. Marzo 1858. 
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SULLE UHEE DEL TEHT ORDINE A DOPPIA CDRYATURA. 

NOTA 

DEL SIG. PROF. LUIGI CREMONA. 



1. Le belle proprìelày finora note, delle lìnee del ten'ordine adoppia carvatara 
(die io chiamerò brevemente cubiche gobbe ) troranm tutte , per quanto io sappia , 
nella nota 33'. dell'iiper(:tc hktorique del Sig. Ghaales, e in due altri lavori del me- 
desimo geometra. Tono inserito nei GòmjHes rendu$ dell'Accademia francese (1843) 
e l'altro nel giornale del Sig. Lioaville (novembre 1857). Tali proprietà vi sono però 
semplicemente eumiciate, ed io non so se akmio le abbia ancor dimostrate. In que- 
sta memoria si propone on metodo analitico per lo studio di linee si importanti : il 
qual metodo conduce a brevi dimostrazioni dei principali teoremi contenuti nell'ultima 
memoria del Sig. Chasles, ed anche di alcuni altri non enunciati finora. Se però 
questo scritto fosse per destare qualche interesse dal lato geometrico» io me ne pro- 
fesserei interamente debitore allo studio delle memorie dell'illustre geometra francese. 

2. Due coni di second' ordine abbiano una generatrice rettilinea comune. Siano 
B = , G = le equazioni dei piani tangenti ai due coni lungo questa generatrice. 
Questi piani segheranno il secondo e il primo cono rispettivamente in altre due ge- 
neratrici ; i piani tangenti lungo le medesime siano A == » D = 0. Le equazioni 
dei due coni potranno quindi scriversi cosi : 

1) BD— C* = 0, AC-B*=0 

e la cubica gobba comune ai due coni potrà rappresentarsi colle equazioni : 

2) A:B:C:D= «^: «*:«:1 . 

Un valore particolare di &> si dirà parameiro del punto da esso individuato sulla li- 
nea 2) . I vertici dei due coni 1) sono punti della linea ed hanno per rispettivi 
parametri l'infinito e lo zero. 

La retta congiungente due punti (&>, 0) della linea può rappresentarsi colle equa- 
zioni : 

A — (« -f. 0)B -h «dC = , B — (a> -h fl) C -4- «e D = 

quindi le equazioni della tangente al punto &> sono : 

A — 2a)B-H«*C=0, B — 2a)C-H«*D = 0. 

Se da queste due equazioni si elimina &> si ha la : 

3) (AD - BC)*- 4(BD - C)(AC - B') = 



PURA ED APPLICATA. 165 

danque la superficie sviluppabile luogo delle tangenti alla cubica gobba é del quart' 

ordine (39) (*). L' equazione del piano passante per tre punti (», 9, e) della cubica 

gobba è : 

A — (« -h e -f. e) B 4- (fi* 4- tt* 4- ft»^) C — «fi* D = 

e quella del piano osculatore al punto » : 

A — 3« B 4- 3«*C — «»D = 0. 

3. Il rapporto anannonico de'quattro piani : 

A— (9 -I- fi,)B 4- «0 C — e^ {B — (fi 4- tó)C 4- «OD} = . . . (r -= 1, 2, 3, 4) 

è ' * • -^ ^9 epperò indipendente da u, 6, Cioè: il rapporto anarmonico de'qual- 

tro piani passanti rispettivamente per quattro punti fissi della cubica e per una slessa 
corda qualunque di essa linea è una quantità costante. Questa quantità può deno- 
minarsi rapporto anarmonico de'quattro punti della culnca gobba (9, 10). 

La retta tangente al punto <ù incontra il piano osculatore al punlo Q nel punlo: 

A :B : C : D = Zta^O : &>(29 4- e») : 9 4- 2&> : 3 

quindi le equazioni de'quattro piani passanti per una stessa retta B = C = e ri- 
spettivamente pe'quattro punti in cui la tangente della cubica gobba al punto &) in- 
contra i piani osculatori ai punii (e, , e, , C3 , e^) si otterranno ponendo successiva- 
mente e, , (a ) (39 (4 in luogo di 6 nella : 

«(2B — «C) — 9(2»C — B) = 
quindi il rapporto anarmonico dei nominati quattro punti della tangente sarà-^^ -• -^ ^ 

•1 — '3 'a — «4 

cjuantità indipendente da &>. Ossia : il rapporto anarmonico de' quattro punti in cui 
quattro piani osculatori fissi sono incontrati da una tangente qualunque è costante 
01). Se questa quantità costante si denomina rapporto anarmonico de'quattro piani 
4fsculatori della cubica gobba , potremo enunciare V importante teorema : il rapporto 
anarmonico di quattro piani osculatori d'una cubica gobba é eguale al rapporto anar- 
monico de' quattro punti di contatto. Quindi i piani osculatori d' una cubica gobba 
formano una figura correlativa a quella formata dai punti di contatto (48). 

4. Le equazioni 2) si possono ottenere ancbe dal teorema che segue. Abbiansi 
nello spazio due fasci di rette, omografici e sia B — o G = il piano di due raggi 
omologhi. I due raggi potranno rappresentarsi colle equazioni : 

A--a>B==:0, B — «C=:0; C — wD==0, B — (aC=0 

da cui eliminando 6> si hanno le equazioni 2) , ossia : il luogo del punto d'inlerse- 

(*} I niuneri citati fra paranteai aono qaelli delFaltima memoria del Sig. Ctiaalei. 
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zìone di due raggi omologhi è una eubica gobba passante pe*centrì de* fasci. Consi- 
derando il piano : 

A— (0-f-a>)B-+-«fiC = O 

come appartenente al primo fascio, il piano omologo sarà : 

B — (0-f.«)C-f.«dD = O 

quindi la retta ad essi comune incontra la cubica gobba in due pimti (8). 

Dimostro il teorema reciproco. Si consideri un fascio di rette congiungenti il punto 
u della linea 2) ad altri punti «, , x^ , . . . della medesima. Le equazioni d'un raggio 
qualunque saranno : 

A — «B — aj(B — a>C) = , B — a>C — «(C — wD) = 0. 

Immaginando un secondo fascio di rette congiungenti il punto ai punti a;, , x^,...^ 
il raggio di questo fascio corrispondente al punto x sarà : 

A — AB — «(B — OC) = , B — OC — «(C — AD) = 

quindi i due fasci sono omografici (5, 6). 

5^ Ricordata l'equazione del piano osculatore al punto &> , se si cerca di deter- 
minare (a onde questo piano passi per un dato punto di coordinate a:b :c id y si 
ha l'equazione di terzo grado : 

a — 3w6 -f- 3«*c — tó'd = 0. 

Dunque per un dato punto dello spazio si possono condurre ad una cubica gobba al 
più tre piani osculatori (40). Chiamando u, , u, , &>3 le tre radici, supposte reali , 
della precedente equazione , il piano passante pe' tre punti di contatto sarà rappre- 
sentato dalla : 

A — - (w, -h «a -4- W3)B -I- (c>>a«>>3 -f- «3»i •+- «iW,) C — &>,Gi>,a>3D = 

ossia, per le note relazioni fra i coefficienti e le radici d'un'equazione : 

dA - aD -f- 3(M: — aB) == 

equazione soddbfatta da: 

A : B : C : D = a : 6 : e : d ; 

ossia : quando per un dato punto dello spazio si ponno condurre tre piani osculatori 
ad una cubica gobba, il piano de'lre punti di contatto passa pel punto dato (41). Di 
qui emerge una semplice regola per costruire il piano osculatore in un dato punto «, 
quando sian dati tre piani osculatori e i loro punti di contatto u, , u, , 6)3. Sia « 
il punto comune al piano a a^ a», ed ai piani osculatori in a>, a>, ; il punto co- 
mune al piano &> &>, u, ed ai piani osculatori in a>, , 6>3 ; il piano a^ sarà il richiesto. 
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6. Troverò l'equaiione della superficie conica che passa per la linea 2) ed ha 

il verlice in un punto qualunque dello spaiio. Questo puntp sia quello comune ai 
tre piani osculatori della cubica : 

A= 0, D = , A — 308 -f. 3e"C — 0^D = 0. 

Le equazioni della retta passante per quel punto ed appoggiata alla linea 2) nel 
punto variabile a> sono : 

w*(B — «C) — (w -- 0) A = , «(« — e) D -*- ^ — B =- 

da cui eliminando » si ha per la superficie conica richiesta l'equazione : 

(B - flC)' — AD[A — aoB -h 30*C — 0*D] = 

ovvero ili 

(« -I- y -f- «)^— ^^xy% = o anche «• -f- y* -+-«• = 

ove si è posto : 

A=«, fl'D=y, fl'D — 3e"C -4- 30B— A = X. 

Dunque il cono passante per una cubica e avente il vertice in un punto qualunque 
dello spazio è del terz'ordine e della quarta classe. Supposto che pel vertice del cono* 
passino tre piani osculatori della cubica gobba, cioè che i piani x=Oy y=0, 2=0 
siano tutti e tre reali, il cono ha tre generatrici reaU d'inflessione ed una genera- 
trice doppia coniugata. Le tre generatrici d'inflessione sono nel piano x-Hy-f-2=0, 
che è quello passante pe'tre punti di contatto della cubica gobba co'piani osculatori 
«=y=z=:0. Questi medesimi piani sono tangenti al cono lungo le generatrici d'in- 
flessione. La generatrice coniugata è rappresentata dalle equazioni x = y = %. 

Se pel vertice del cono passa un solo piano osculatore reale x = , indicando 
con tf = , V = le equazioni di due piani reali passanti per quel punto, si avrà: 

y = « -f- v^ — 1 , « = tt — v^ — 1 

quindi l'equazione del cono potrà scriversi cosi : 

«{(x-ti)*-3v*}— I («—11)^=0; 

quindi nel caso attuale il cono in quistione ha una sola generatrice reale d'inflessione 
ed una generatrice doppia nodale. Il cono è toccato lungo la generatrice d'inflessione 
dal piano x = osculatore detta cubica, e lungo la generatrice nodale dai due piani 
X — tf ±: v^Z = 0. Se il vertice del cono passante per la cubica gobba è su di 
una retta tangente a questa linea, quel cono è ancora del terz'ordine, ma della terza 
classe. Il vertice sia al punto : 

A«0, B«0, C — M) = E = 
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situato sulla tangeute A = B = 0. In questo caso l'equazione del cono può seri- 

versi cosi ! 

A*(A — 9feB — 27fe'E) - (A - ZhBf -= 

quindi il cono ba una generatrice di regresso 

A^O, B=»0 
e una generatrice d'inflessione: 

A — 9feB— 27fc*E = , A — 3feB = ; 

lungo queste generatrici il cono é toccato rispettivamente dai piani : 

A = , A — 9feB — 27fc*E = 

che sono osculatori della cubica gobba. 

Da ultimo se il vertice del cono è nel punto della cubica gobba, la sua equa- 
zione sarà : 

(A - ©B)(C — AD) — (B - OC)* = 

dunque ogni superficie conica passante per una cubica gobba ed avente il vertice in 
essa è di second'ordine (2). 

7. Da quanto precede consegue che la prospettiva di una cubica gobba é una 
cubica piana della quarta classe, avente un punto doppio, il quale è coniugato o un 
nodo secondo che pel punto di vista si ponno condurre alla cubica gobba tre piani 
osculatori reali o un solo (18). Se il punto di vista è in una retta tangente della 
cubica gobba, la prospettiva di questa è una cubica piana avente un punto di re- 
gresso, e se il punto di vista è sulla cubica gobba medesima, la prospettiva è una 
linea di second'ordine. 

La reciproca di quest'ultima proprietà si trova enunciata neìVApercu nel seguente 
modo : il luogo de' vertici dei coni di second'ordine passanti per sei punti dati è la cu^ 
bica gobba individuata da questi sei punti. Questo teorema somministra una semplice 
regola per costruire per punti una cubica gobba di cui sono dati sei punti a, bj e, 
d, e, /*. I due fasci di rette a(bcdef), b(acdef) si seghino con un piano qualun- 
que passante per la retta ed. Si otterranno cosi due sistemi di cinque punti, ne'quali 
tre punti sono comuni. Le due coniche individuate da questi due sistemi, avendo 
tre punti comuni si segheranno in un quarto punto, il quale appartenga alla cubica 
gobba. 

8. Ricerchiamo la natura della linea risultante dal segare con un piano il fascio 
delle sotto tangenti alla cubica gobba , ossia la superficie 3). II piano segante sia 
B — OG = che passa per tre punti della cubica corrispondenti ai parametri mto, 
infinito e $. Posto : 

C = «, A — 0*C«0*y, eD— C==z, B—9C^w 
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k sezione riferita alle rette w »» (d;s»0, y = 0, x = 0) tare rappreaentata dalla 
equazione : 

4) {y% 4- «y •+- «y)* — 4«V = 

epperò la sezione è una linea del qnart'ordine ; essa è poi delia tersa elaate perchè 
ha tre cutpiài o pund di regregto (44). I cuspidi sono i punti y>=szc=0; %s=sx=0; 
4S=y=0 comuni alla cubica gobba ed al piano segante ip=0. Le rette tangenti alla 
linea 4) ne* tre cuspidi sono y— 2=sO , z-f-o^sO » a;4-y=0 ; esse concorrono nel 
punto z=y= -^x il quale è quello comune ai tre piani osculatori della linea 2) 
ne*punti che sono cuspidi della linea 4). 

Se la superficie 3) vien segata da un piano tangente alla cubica gobba, per es. 
dal piano B == 0, che passa per la tangente al punto di parameth) zero e sega la 
linea al punto di parametro infmUot la sezione risulta della retta A=B8=:0 e della 
cubica piana : 

B = 0, AD»-|-4C' 

per la quale il punto B=G=D=0 (cioè il punto della cubica gobba di parametro 
infimio) è un cuspide, e il punto B=C=A=0 (cioè il punto della cubica gobba 
dì parametro zero) è un punto d'inflessione. Le tangenti alla cubica piana in questi 
punti sono B=D=0, B =A=0 rispettivamente. Da ultimo, se la superficie 3) 
▼ien segata dal piano A= osculatore della cubica gobba nel punto di parametro 
ierOf si ottiene la conica : 

A = 0, C"-4.4(BD— C')=0 

che è tangente alla retta A=B=0 nel punto della cubica gobba di parametro zero. 
9. Pe*tre punti della cubica gobba di parametri zerOf infinUo e 9 passa il piano 
B — 9Cs=0. Questi punti determinano un triangolo, i lati del quale sono : 

B— dC = {C = 0, A — e"C = 0, OD— C = 0}. 
Pongo : 

C = «, A — e*C = e*y, ©D— C = z, B— 0Gr=ip; 

l'equazione d'una conica inscritta nel trian(^lo suddetto, riferita alle tre rette 

ti;=0 («=y=z=0) 
sarà : 

(te)» -f. (my)» -4- (iw)»=0. 

Il piano passante per altri tre punti 0^ , 9^ , O3 della cubica gobba sega il piano ii;=sO 
ndla retta 3 

(e - e^)[B - 9^){$—ei)x 4- e^y - e.e^e^z = O; 

la condizione perchè questa retta tocchi la conica è: 

/ m ft 

{e - dj(d- o,){e - «3) "*"^~57Mr"" 

Ton. i.if«.s. issa. 22 
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AmsbIo m akffo porto ^4 , Tanlopi coadsme pockè h iella 
ed piano 0, 6, ^4 e dei piaao 10 = sia tangnle ala stean 

(I _ a.)p - B,){é^9^) '^ P •.•.•4 
Da queste doe equazioni a ha : 

l:m:u = (d— «,)(•— d,)(«—«3)(«— «4) : — «♦:— •, •. 9^ 9^ . 

La simaietna di questi Talori Biostra che anche k ielle Befleqaali Q piano «=0 
é seplo dai piani 0, ^3 0^ » 9^ 9^ 9^ sono langenli aOa niriifiinii eoniea. Ossb : se 
mm piamo sega urna embka gobba m trepmmd, le rette e o m g iumgenii fuetti fmmii, e le rette 
$eeomdo le qaaU U piamo è togato datte facce dd tetraedro che ha i wertici m altri famt- 
tra fanti ddla medetima eabiea gobba, tomo tamgemti ad ama ttetta comica. Di questo 
teofema é cons^ioenza una elegante regob enunciata dal Sig. Chasles per coslndre 
per ponti la cubica gobba, della quale sono dati sei ponti (12). 

10. La conica ora dìeterrainata yaria nel piano 10 =0 col yariare il tetraedro 
dg 9^ 9y 9^ , mantenendosi però sempre inscrìtta nel triangolo jcys. £ evidenle che se 
si tengono fissi i ponti ff^ 9, ^3 e si fa yanaie 9^ , le coniche eorrìspoudenti a tuU*i 
tetraedri che hanno tre Tcrtici comuni sono inscrìtte nello slesso quadrilatero. La quarta 
tangente comune è la retta comune intersezione del piano 10=0 e del piano Oid^S). 
Questa retta corrisponde al triangolo 9^ 9^ 9^ . Tenendo fissi i ponti 9^ 9, e yarìando 
03 9 le rette corrispondenti agl'infiniti triangoli che hanno due yertìci comuni passano 
per uno stesso punto (9—9^)(9 — 9^x = — 0*y = — ^x^^ il qoale è la traccia ddla 
retta 9^ 9^ sul piano 10=0. Questo ponto corrisponde alla corda 9^ 9^ della eubica 
gobba. Se teniam fisso il punto 0. e yariamo 9^ , quel punto descriyerà la eoniea : 

^«.*y -H (« — «,)a.4» — (9 — 9,)tof = 

la quale risulta segando col piano i0=O fl cono che ha fl vertice al punto 9, e passa 
per la cubica gobba. Variando anche 9^ le infinite coniche analoghe alla precedeote 
sono inyiluppite dalla linea del quart'ordine : 

(yi-4. » -f- «y)*— Kx^gi = 

la quale è la medesima risultante dal segare la superficie 3) ed piano ii;=0. Osua: 
le eomdie rituUanti dal tegare con un piano qualunque i coni di teoond'ordine pattanti 
per una cubica gobba tono inviluppate dotta linea dd quart'ordine the ti ha togando 
col piano medetimoUfatcio delle rette tangenti alla cubica gobba, 

11. Si considerì il punto dello spazio pel quale passano i tre piani osculatori 
della cubica gobba: 

A=0 , D=0 , A— 39B -f- 3«*C - rt)=0. 
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Posto 

A=a;, d3D = y, «'D — 3e*C -f- 3dB — A = i 

l'equazione d*un cono di second'ordine circoscrilto al triedro formalo dai Ire piani 

x= y = z = sarà 

Xyz -f- f*M5 -h vxy = 0. 

I tre piani osculatori in tre altri punti 0, , d, , 6^ s'incontrano nel punto : 

A : 3B: 3C :D = d, 9^ 0^ : O, ^3 -+- «3 6, -^ 0, 6^ : 6, -h 9^-^ 0^ : \ 

e le equazioni della retta congiungente questo punto al vertice del triedro «yz saranno: 

quindi la condizione perchè questa retta sia nel cono anzidetto sarà : 



-+- 77 TTTT TTTT :rv = . 



e^ 6. 63 ^ e^^ (e- b,)(6 - e,)(o - e^) 

Cosi la condizione perché il cono medesimo contenga anche la retta congiungente il 
punto xyz al punto comune a'tre piani osculatori ne'punti 0, 0, 0^ sarà : 

-I-T5-+-77 I-T77 -777 rT=0 



dalle quali si ha : 

quindi lo stesso cono contiene anco le rette congiungenli il punto xyz al punto co- 
mune ai piani osculatori ne'punti 0, ^3 ^4 ed al punto comune ai piani osculatori nei 
punti 0, 03 64. Ossìa : gU spigoli del triedro formato da tre piani osculatori di una 
cubica gobba, e le rette congiungenti U vertice di questo triedro ai vertici del tetraedro 
formato da akri qucUtro piani osculatori sono generatrici di uno stesso cono di se- 
cond'ordine. • 

Si dimostra facilmente anche il teorema reciproco e se ne deduce la seguente re- 
gola per costruire i piani osculatori d'una cubica gobba , quando ne siano dali sei. 
Due de'piani dati si segano in una retta, sulla quale si (issi un punto ad arbitrio. Si 
unisca questo punto ai vertici del tetraedro formato dagli altri quattro punti dati ; si 
costruisca il cono che passa per le quattro congiungenli e per la retta comune ai 
primi due piani. Questi due piani segheranno il cono in due altre rette, il piano delle 
quali sarà uno de'piani richiesti. 

12. Il cono determinato nel teorema del n? 11 varia col variare il tetraedro 
^t^a^3 ^4* Tenendo fissi i primi tre punti e variando il quarto, ovvero una serie di 
coni circoscritti ad uno stesso angolo tetraedro. La quarta generatrice comune è la 
retta congiungente il punto xyz al punto comune ai piani osculatori ne'punti 9, 6^ 6y 
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Questa retta, quando varìi il punto 0^ restando fissi 9, 9^ genera fl piano : 

il quale passa per la retta eomnne interMsione de'piani osculatori a'punti 9, 0^. Va- 
riando 9a il piano ansidetto inviluppa il cono : 

{(d- e,){ex 4- 9,y) - M.p - M,{e - s.)*«y = 

il quale passa per la conica comune intersesione del piano osculatore al punto tf. e 
della superficie 3). Finalmente , variando anche 9, , i coni analoghi al pieeedente 
sono inviluppati dal cono di terso ordine 

(« -f- f -f- *)^— aTacys = 0. 

Il quale è quello che ha il vertice al punto xyx e passa per la cubica gobba. Dunque: 
nm't oofu avend il vertice in uno stes$o punto qualunque dMo spasao e p a nanti 
rispettivamente per le eonkhe ndie quaU i piani osculatori d'una cubica gcèba se- 
§ano U fascio àdle tangenti a questa Unea^ sono inviluppati dal cono di ten'ar- 
dine €ke ha il vertice al medesimo punto ddlp sposto e passa per la cubica goUa. 
13. Considero i piani osculatori in sei punti della cubica gobba 8), i parametri 
dei quali siano 0, d^ , 0, , 63 » lo %ero e VinfimtOy e il piano osculatore in un settimo 
punto di parametro ». Pongo : 

A=« , D=f , A — 3eBH- 30*C — e^D =1 , A-3<*B -f- 3«*C —m^ = w , 

quindi : 

••0(» — 0)(A- 3fl3 -4- 3fi*C — d?)) = ••«> — K)% 

-f- (« — «) [«J (« —«W^) 4- Wr(9r — 9)W 

ove 

[dj=(e, — «)(d,-.d). 

Posto inoltre : 

9, = «d> -^ dj , H- (« - B) [fl J (X ~ -M^) 

le sei rette nelle quali i primi sei piani osculatori tagliano il piano sv^O» prese in 
un certo ordine, saranno : 

»=0, 9a=:0, y=0, 9, = 0, s==0, 9, =0 

e le diagonali dell'esagono formato da queste rette saranno : 

««3(« - h) [«.> 4- (« - fl) W [^3] (« - «flflar) = 

«fl.d3(« — fla) [d.> 4. <« - fl)fl3 [«.] [«3] (« - -W.f) = 

««.(« - «J(«~fl.)» -»-(«- •)(« - fl.) [fl.]» - "flfl.(- - fl)(«-fl.) [fl.] f=0. 

La condisione perché queste rette passino per uno stesso punto è : 
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[9,] (« - d,)(« - $,){$, — 6,) H- [e,] (« - $,){^ ~ d,)(fl3 - «.) 

-H M (« - «,)(« - d,)(fl, - fl.) = 

la quale è identica, qualunque sia u . Dunque: ttit piano oiculaiore d'una culnca 
goìfba è segato da tiUH gli akri piani osculatori ddla medesima in rette^ che sono 
tangenti di una sola conica» Nell'Ajiervtf trovasi enunciato questo teorema: il piano 
d'una conica tangente a sei piani dati inviluppa una superficie sviluppabile del quarto 
ordine. Questa proposixìone può risguardarsi come la reciproca della precedente. Ne 
consegue una regola per costruire i piani osculatori d'una cubica gobba, quando ne 
siano dati sei. Due de'dati piani segheranno ciascuno gli altri cinque in cinque rette: 
avremo quindi due sistemi di cinque rette, ne'quaK una retta è comune. Sulla retta 
comune intersezione di altri due de'piani dati si fissi un punto ad arbitrio, pel quale 
si conducano de'piani passanti rispettivamente per le rette di ciascuno de'due sistemi. 
Avremo cosi due sistemi di cinque piani, ne'quali tre piani sono comuni. Si costrui- 
scano i coni di secondo ordine inscritti in .questi angoli pentaedri ; questi coni avranno 
un quarto piano tangente comune : esso sarà osculatore della cubica gobba. 

14. Dati sette punti nello spazio formanti un ettagono gobbo 12345671 , cer- 
chiamo la condizione perchè i piani de'tre angoli consecutivi 321, 217, 176 incon- 
trino i lati rispettivamente opposti 65, 54; 43 in tre punti posti in un piano pas- 
sante pel vertice 1 dell' angolo intermedio. I punti 1, 4, 6, 2 determinano un te- 
traedro, le equazioni delle facce del quale siano : 

A = 0, B=0, C=0, D=0 

alle quali quei punti siano ordinatamente opposti. Siano a:b:c : d ^ ai ^ :y : iy 
t:u:v:w le coordinate de'punti 7,3,5. Le equazioni de'piani 381, 217, 176 sono: 

B C B C B D 
P ~"7 ' b '^c ' b'^d 

e quelle delle rette 65, 54, 43 : 

ABD ACDACD 

t U W * t V W ' a y à 



quindi pe'tre punti d'incontro si ha : 



b 



y o 

A:B:C:D==>l:tt:^tt:t(^; A:B:G:D=«f:-v:V:i0: 

h 
A:B: C t D» oLt-jiiyiò 

a 

e la condizione richiesta sarà : 
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Se si risguarda questa condizione come relativa al punto 1 » le analoghe condizioni 
relative ai punti 4^ 6, 2 saranno : 

— = — = — = 
dx, dxa dx^ 

Sì indichino queste equazioni nelle quali sìansi tolti tutt'i divisori, con : 

T, = , T, = , T3 = , T4 = . 

Le analoghe condizioni relative ai punti 7, 3, 5 saranno : 

a'T, 4- yj^ -+- c'Ta -H d'T^ = , «'T, -h P'T, -f- y'T^ + d^Tj = , 

Queste tre equazioni sono dunque conseguenze delle prime quattro. Anzi le prim< 
quattro equivalgono a due sole indipendenti, il che si dimostra facilissimamente, 
montando una nota proprietà de*determinanti. 

Ora il punto 5 si consideri come variabile, e gli altri come fissi. Il luogo de 
punto 5 sarà quindi rappresentato da due qualunque delle equazioni superiori, 
prime quattro equazioni T^ = 0, T^ =0, T3 = 0, T4 = rappresentano quattrcc=^ 
coni di second*ordine, aventi a due a due una generatrice comune, dunque il luogo de^K- ' 
punto 5 è la cubica gobba determinata dai sei punti dati. Cioè : il luogo di un punU^^:^^ 
che con sei punti dati formi un ottagono gobbo tale che U piano di uno quahmquàzJ—^ 

de'suoi angoli e i piani de* due angoli adiacenti incontrino i lati rispettivamente op 

posti in tre punti posti in un piano passante pel vertice del primo angolo , è 
ctUnca gobba determinata dai sei punti dati. Questo teorema e il suo reciproco soj 
enunciati neir^p^i^- 

Ne deriva una regola per costruire per punti la cubica gobba di cui sono dati 
sei punti 1, 2, 3, 4, 5, 6. Pe'punti 16 facciasi passare un piano qualunque IGx cher^ 
segherà la cubica gobba in un punto x che si tratta di costruire. I piani 16x, 123^ 
456 incontrino le rette 34, 56, 12 rispettivamente ne'punti a, &, e; i piani obi ^ 
ac6 seghino i lati 45, 23 ne'punti d, e; il punto comune ai piani cl21, 5e6, 16ji? 
sarà il domandato. 

Aprile 1858. (Continua). 
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SULLE EQUAZIONI DEL MOLTIPLICATORE PER LA TRASFORMAZIONE 

DFXLE FUNZIONI ELlTTICliE. 

NOTA 
DEL PROF. FRANCESCO BRIOSCIII. 



È noto come supponendo n numero dispari si soddisfi all'equazione: 

d^^ iéx 

mediante la sostituzione y = — , nella quale U, V sono due polinomj in x dei gradi 
n ed n — 1; e come ponendo: 

ed : 

mK + m'iK! 



(ù 



n 
dove m, m' sono due numeri interi, ed i = ^—^ 1 > si hanno le relazioni : 

y\ z= /c^sen coam.4&) sen coam.So .... sen coam.2(n — l)a) 
(1) ( 

/ /// 4\^\ *®" am.4wsenam.8w .... senam.2(n — l)w 

^ V \ /^^ coam.4a> sen coam.So) .... sen coam.2(n — l)a) 

Se n è numero primo, si hanno n+1 trasformazioni dell'ennesimo ordine differenti 
fra loro, le quali corrispondono agli n+1 seguenti valori di ca : 

K tK' K -I- iK' K -h 2tK' K H- (n-l)tK' 

9 > > > 

n n n n n 

e questi sostituiti nella (1) danno n+l valori corrispondenti pel modulo X ed n+1 
pel moltiplicatore z. Quindi le equazioni^ le radici delle quali sono quegli n+1 va- 
lori di X di z , saranno del grado n + 1 . Le prime ecpiazioni sono denominate 
equazioni del modulo o modulari ; alle seconde daremo il nome di equazioni del mol- 
tiplieatore. 

Indicando con z, , z, . . . z«^, gli n + 1 valori del moltiplicatore ; e con A, , 
A, ,. A3 . . . i valori della funzione completa : 



A_ r___j!f__ 



)} 
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corrispondenli agli fi -f- 1 Ytlori dei modulo si hanno le : 

rr •• A, A, _ A,^, 



Xi = (—1) -ìt" » *a =Tr » — *«+! = 



od osservando essere : {Fundamenia Nova pag. 184) 

fi avrà per un teorema di Jacobi {*) dimostralo da Sohnke (**) 




-"■ - \/{'-'^-)fji 



ed i valori di ^z, , ^z^ ... si otterranno ponendo nella : 




in luogo di p ordinatamente 9*, og^, a*^. . . . oe*~~' qT -, essendo a una radiee del- 
l'equazione al" — 1 =0. Questa proprietà dei moltipfìcatori fu già dimostrata dall* 
Abel, ma inesattamente quanto al primo di essi (***). 

Ora la sommatoria £ 9 " può decomporsi nel modo seguente : 



I 




(«4.1 )• 

H-2g • 




• -f- 2g • -t- 


4 




(• 
-^2g 


« 
• * t 


12J 


■ H-2g • -f- 



+V +a« +a« •' + .... 
-)- 2g"-h>g*" -nag»" + 

per cui ponendo per brevità : 

S?""* «24"'**"' d 2 «'"'*•"' 

m m m 

(*) Giornale di Creile T. S. pag. 19S. 
(**) Idem T. IS. pag. lOS. 
(***) Idem T. 1. pag. 400. Oevriei comptétei. T. f. pag. 816. 
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si avranno le seguenti relazioni: 



i/i, = Ao -H A, -I- Aa H- . . . -+- A^, 



/»-i\« 



V/X3 = Ao -f- «A, H- «*A, H- . . . H- a' * ' A^_^ 

t 

e analoghe espressioni per ^%^ , ^%s .... ponendo in quest'ultima a' , a^ . . . in 
luogo di a. Questa importante proprietà delle radici delle equazioni del moltiplicatore 
venne pure enunciata da Jacobi nel T? 3? del Giornale di Creile pag. 308. 

Quindi supponendo n = 3 le Ao i A, dovranno soddisfare a due equazioni di 
condizione; le quali» essendo per questo caso : 

,4 _ 6i' -f- 8(l~2/fc*)z— 3=0 

l'equazione del moltiplicatore, risulteranno : 

Ao(a; h- k\) = 1 8a: - 2oa; a; - aj = 8(i - ^\ 

Cosi per n = 5 essendo l'equazione del moltiplicatore la : 

z« — lOi* -+- 35i* — 60z^ H- 55i* — 2(13 — Vk'ìi*)! -^ 5 = 
o più semplicemente la : 

(% — 1)«— h(%— 1)5 4- 2Vr»= 
dal confronto dei coefficienti si otterranno le relazioni: 

AJ -f. A.A, = 1 ha; - 15Ai •+- 5A; + Ao(AJ 4- K) = 1 
494AJ» — 1170A; -f. 5040A; - 5880A; 4- 1890AJ - 228A;(A; -+- AJ) 
-f- 120A;(AJ h- AJ) 4- 360Ao(AJ -+■ AJ) -h A}» -f- AJ» = 374 - ^Vk\ 

od altre dipendenti da queste. Mostreremo in un prossimo lavoro alcune conseguenze 
di queste proprietà dalle equazioni del moltiplicatore; e come dalla medesima si pos- 
sano far dipendere i risultati ottenuti recentemente dal Sig. Hermite (Comptes Ren- 
dusy N? 11. Mars 1858) intorno la risoluzione della equazione del quinto grado. 

Pavia. Maggio 1858. 
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SOPRA ALCUNE CURVE ALGEBRICHE, DELLE QUALI U LEMNISCATA 

È UN CASO PARTICOLARE. 

NOTA 

DEL PROF. BARNABA TORTOLINI. 



1? Prendiamo due assi ortogonali delle x^ e delle y, e scegliamo l'origine delle 
coordinate per polo di una certa curva. Sia r il raggio vettore, ed u l'angolo che r 
forma con l'asse delle Xy avremo per le due coordinate x, y, i valori 

a; = rcostt, y = rsentt. 

Ciò posto sia <p, l'inclinazione della curva nel punto (x, y), vale a dire, che 

dy 
Ung^ = ^ 

d'onde differenziando i precedenti valori si troverà 

sen tt dr + r C06 tt du 

tana o = 

^ cos ttdr — r sen tt dtt 

Dividendo in essa il numeratore » e denominatore per cos tt , e per dr , si dedurrà 

facilmente 

r dtt tang o — tang tf . 

--- == - — sJ[ Z2 — = tanff(<p •— tt) 

dr 1 -^ tang 9 tang u o^t / 

od anche 

Come è chiaro f — tt rappresenta l'angolo formato dalla tangente al punto (x,y) con 
il raggio r. Sia ora f , l'inclinazione della normale all'asse delle ascisse , per cui si 

ha <p, ==- -^ <p, e perciò 

COt((p, — tt) = — 



d'onde 



Ung(<p, — tt) = — 



cot(9 — tt) 
dr 



r dtt 



od anche 



dr 

— = ~ dtt tang((p, — tt). 
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11 primo membro di quest'equazione è integrabile, ed il secondo membro anche sarà 
riducibile alle quadrature tutte le volte, che sia dato <p, in funzione di u, 

2? Per fare un' applicazione semplicissima supponiamo , che 1' angolo 9, sia un 
multiplo impari dell'angolo polare u in modo da prendere 

(p, = (2n 4- l)tt 

si avrà 

dr , ^ d.cos 2nu 

-— = — dtt tang 2nu = 



dr 2n cos 2ntt 

d'onde dall'integrazione si trae 

2» log r = log(cos 2»n) -h C 

Si determini la costante in guisa, che u = dia r=a , il che porge G=2n log.a, 
e passando quindi dai logaritmi ai numeri verrà in fine 

r*" = a*" cos 2ntt 

Le curve algebriche contenute in questa equazione, non solo per un numero pari 2n 
ma anche per un numero impari sono state studiate dai geometri, ed in particolare 
dal Sig. Serret in differenti note inserite nei volumi 7? ed 8? del giornale del Sig. 
LàouviUe : rappresentata la loro equazione sotto la forma generica 

r^ = a* cos mu 

gode della proprietà^ che il prodotto di m distanze di un suo punto qualunque da 
m punti fissi è costante. Come ognun vede per n = 1 , e per m == 2 si ottiene la 
lemniscata. Fermandoci al caso dell'esponente pari 2n , il medesimo Sig. Serret ha 
dimostrato che i perimetri di queste curve sono tutti esprimibili per gli integrali Eu- 
leriani di seconda specie, ossia per la funzione F di Legendre, 

3? Le medesime curve fin qui rammentate furono già il soggetto di molte spe- 
culazioni analitiche del Conte di Fagnano nelle sue produzioni matematiche voi. 2? 
Schediasma 1? e seg. pag. 375 ove si propone di « trovare quelle curve nelle quali 
» l'angolo fatto dalle corde (che partono tutte da un punto), e dall'asse sta all' an- 
» golo fatto dalle normali alla curva, e dal medesimo asse in data ragione di nu- 
» mero a numero; » cosi per n = 1 si ha la lemniscata nella quale l' angolo for- 
mato dalla normale con l'asse 2a è triplo dall'angolo formato dalla corda; e per l'equa- 
zione algebrica si ha 

Il Conte di Fagnano giunge a determinare un'altra curva, che goda della stessa pro- 
prietà, nel qual caso la curva volge la sua convessità verso l'asse delle x. Per n=2 
si ottiene la curva di equazione polare 
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AJfohpat le rette tangenti sono inclinate all'asse di un angolo -» mentre per r=0 
ai ka 4« = - : r equazione algebrica ascende all' ottavo grado : infatti per la sosti- 

(«zjoof óei seni, e coseni degli archi semplici, si trae 

r* = a^(co8^u — _6sen*u cos*» H- sen^u) 
d*<Mide per i valori di r, sen u, cos «, verrà 

b qaale viene ritrovata egualmente dal Conte di Fognano nel citalo luogo pag. 384. 
la questa curva l'angolo formalo dalla normale con l'asse è quintuplo dell'angolo po- 
lare tf . Se dall'equazione generale di forma polare del grado 2fi , vogliamo passare 
all'equazione algebrica in «, ed y, il nuovo grado dell'equazione ascende a 4» , e 
prevalendosi di formole sotto l'aspetto di quantità imagin arie, la sua equazione alge- 
brica prende una forma assai semplice : infatti ponendo v — ì = h dal Teorema di 
Maivre abbiamo 

2co8 2nu = (co8« -f- t sen «)*" -+- (cos u — t sen w)*" 
e ponendo nel secondo membro 

X y I — 5 y 

cosu=~, sentt=-, r = v (« -f- «/ ) 
r r ^ ^ ' 

si ricaverà 

1 Ux H- w)** H- (« - w)*"l 
cos 2ntt = - '-^ ^^ — -TT- ^^—^ 

2 r*" 

di qui l'equazione algebrica della curva sarà 

La supposizione di n = 1 , n = 2 , riprodurrà le curve di sopra considerate, e vo- 
lendo fare di più n = 3, si avrà l'equazione del duodecimo grado 

(x* -f. y*)» == a\x^ — 15a:V -h 15«V — y«) 

Nella stessa guisa per altri valori di n si otterrebbero curve algebriche determinale 
da gradi maggiori. 

4? La rettificazione generale di questa famiglia di curve dipende da una parti- 
colar forma d'integrali Euleriani di prima specie, pei quali come ha fatto conoscere 
Legendre per alcuni casi particolari sono riducibili ai trascendenti ellittici di prima 
specie. Calcoliamo il valore di 

d«= v^(dr* -f. r*du") 
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per ia rettificazione delie curve, col supporre 

r** = a*" co» 2nu 
si troverà senza difficoltà 

, a**dr r dr 

Pongasi 

r = ai , dr = odz 

ed integrando fra i limiti 2 = 0, z = ì si avrà per la quarta parte dell'intero pe- 
rimetro 

Jp' da; 
o V^(l - «*») * 

Per i casi speciali di n = l, n = 2, n = 3, gl'integrali si riducono per quanto 
ha dimostrato Legendre ai trascendenti ellittici di prima specie : essi si possono an- 
che esprimere, come fece vedere il Sig. Serret per la F di Legendre, ossia per l'in- 
tegrale Euleriano di seconda specie. Pongo termine a questa breve nota di cui lo 
scopo principale è stato di richiamare a memoria le ricerche intraprese sopra queste 
curve unitamente ad altre somiglianti dal Conte di Fognano, al quale si vede che 
gli erano state suggerite da un profondo studio sulle proprietà della lemniscata. 

Roma 26 Maggio 1858. 
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LuiA. Le n* «{«atità 2^^ sino legate ad altre »' fiaBlità c^^ d al le , — ^ 
^«fBamHii : 

Sieowt e indieaMlo con H il ddeniùianle : 



d#^dveesi dalle nedesùne 



a, dH 



" e da., 
Al avranno anebe le segnenlì : 

11 1 ^ 

Sìeno /\z) , ^(x) due poUnomj rispeltÌTainente dei gradi 11,11 — 1 e non aventi fat- 
tori emnanì. Sapponiamo che sviluppando in frazione continua la frazione 7-(- ottengasi : 



e che : 



?(*) 


1 


• 

• 




A") 


'' ^. -H . 


1 

9 


D.' 









fieno le ridotte successive di questa frazione continua. Indicando con fi , r, i 
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residui della divisione, e con a;, , x^ . . , x^ le radici dell'equazione J\x)=Of si ha 
(H)me ìt noto : 

r,(«) = (-1)' (,D. - /a.) 
e quindi : 

(1) rAXr) = i—ì)' ^(Xr) l^,(Xrh 

Ora i polinomj r^ , D« essendo rispettivamente dei gradi n — 8 — 1 , ed s si avranno 
le equazioni : 

1 l 



r f{Xr) ~* '' 



*<+! 



essendo «x,^, il coefficiente di x nel quoziente q^^^ ; ossia per la (1) : 

li l 

Applicando a questo caso il Lemma superiore si ottengono le relazioni : 

«,-«,DJ(x,) ^- a,Dl{x;i - -h (-l)«-'«„D;-.(aJr)=4^ 

dalle quali deducesi facilmente : 

+ (-1)"- «.D.-.(*r) X.-^f*')®— (*')7§Ì)- = -W^r) i 

e supponendo <^{x) di grado •< n , dividendo per (« — Xr)f{Xr) e sommando giun- 
gesi alla formola d'interpolazione : 

+ (-1)'- «.D._.(a5)]£^+(«.)D._.(a!.)4g • 
Questa formola coincide con quella enunciala dal Sig. Tchebichef ponendo 

Prof. F. Brioschi. 
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5UOyA TEORIA DEGÙ STBCMERTl OTTia 

MEMOiOA 

DI OTTAYIAlfO FABRIZIO MOSSOTTI 

inserita negli absau ddfai R. Uafreriità di PIm e nd scoto cixisto 

Tomo 6. agoito ti aorenibre 1S57. 

099CtVAZI0!ll ML PftOr. PlAACESCO GATTAIIEO. 
(CootiMazioac e fine ¥. pog. 134;. 



Ora qaando siano noli i due sistemi eomponenti è facile il delenninare le C^ Q^ : 
imperocché se pel sistema objettivo si indicano con 

pU) pM pM p(» 
'^li-l *»*-l *»*-« *««-« 

le corrispondenti conosciate fanzioni P, e pel sistema oculare esse siano rappresentate da 

p(tf4>l) flit^-tì p(tf-H) p(SM-S) 

SÌ avrà la Cj^^ se nella (19) si porranno in luogo delle attuali P le prime quattro 
Ira queste ultime e la v< CJ'^ in luogo di r. G : si otterrà invece la Q^ se nella 
stessa equazione si porranno le ultime quattro P in luogo di quelle attoslmente con- 
tenutevi, e la Vi C^^ in luogo di Vq ^o- 1" quanto poi alla C, che d'ordinario é ne- 
gativa, se ne assegna il valore conoscendosi la distanza D^ alla quale per 1' occhio 
delfosservatore ha luogo la distinta visione, e la distanza d della pupilla dalla su^ 
perfide n." del sistema, che allora è 

(21) C = il — D,. 

Inoltre si possono sempre formare le funzioni P del sistema composto mediante 
le analoghe funzioni dei componenti, e la fc,^., data dalla (20) , e determinare per 
conseguenza i suoi elementi principali. Sono tra questi la distanza focale principaie, 
e la distanza del punto oculare. La prima è la distanza da una delle superficie esterne 
del sistema di quel piano normale all'asse centrale che contiene i fuochi dei fasci di 
raggi paralleli incidenti sull'altra superficie estrema dello stesso sistema. Ogni sistema 
ha perciò due disianze focali principali , come ha due distanze oculari. Se pertanto 
nel sistema composto di n superficie indicansi con F^^' ìf^^ la distanza focale princi- 
pale, e la disianza del punto oculare relative alla superficie n." ; e con F^' d^' le 

analoghe disianze relative alla prima superficie, si otterranno le due prime dalla (19) 

1 

come valori di C corrispondenti rispettivamente a A^ = -rr- , A^ =: ; le altre due 



tu— i 
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1 

si avranno dalla stessa equazione come valori di Ao corrispondenti a G =— ,0=0. 

Vale a dire sarà 

A P(i) i p(t) 

1 p<»^ 1 P'* 

Ed allora se indichiamo con 

F}'> F« a<" j F«. FT" 3W 

analoghe distanze pel sistema objettivo e per l'oculare relative rispettivamente a quella 
superficie estrema del sistema che é contrassegnata dall'indice posto al piede di cia- 
scuna lettera , dalle relazioni trovate dal Mossotti fra le P del sistema comoosto e 
quelle dei componenti cioè dalle 

p'iL.=f p*^. p"^;' {ft,+. - R" - F«. { 

P5JL.=-f PiL. PXHiM A.*. - FI" - aw. } 



(23) A . 

PS-.=-^PS-. P2ÌSM fc,.. - aj" - FS!. } 
P5S-.=-J-P'£-. ir:i'{ A.+. - ai" - C. l 

noi potremo dedurne le equazioni non contemplate dall*A. 

fc ^i) 17*) fc ^i) ;«") 

* - fc.H..-Fi"-FS.\ ' '• ' ~fc,+.-F|"-a{:'/' 

le quali somministrano le distanze focali principali e le oculari del sistema composto 
espresse colle analoghe dei sistemi componenti. 

Il Mossotti esprime invece nel seguente modo l'amplificazione del sistema composto 
in finzione degli ingrandimenti dei sistemi componenti. Per brevità si indichi con R^'^ 
il rapporto dell'angolo sotto cui l'occhio collocato nel centro di figura della superficie 
fi/'* vede l'imagine discosta di C dal centro stesso, all'angolo sotto cui vedrebbe l'og- 
getto discosto di Ao dal centro di figura della 1*. superficie se in questo centro si 

Tom. I. N*. s. tM8* 24 
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collntMiMo ; ed annlognmenlc si rappresentino con RJ^' Ri''*''^ gli analoghi rapporti per 
Ir due partì obiettiva ed oculare dello stnimento, cosicché il secondo di essi sia preso 
tra il primo dei due angoli or nominati, e quello sotto cui l'occhio vedrebbe l'ima- 
ginc formata dalla parte objettiva se a riguardarla esso si ponesse nel centro di figura 
della superficie t-f-i." Tra questi rapporti sussiste la relazione. 

(«5) Ri'» n= SII- K^ JC* 



che il Mosaotti enuncia dicendo essere 1* amplificaiione totale dello strumento eguale 
al prodotto dei due ingrandimenti paniali operati dal sistema objettivo e dal sistema 
oculare, moltiplicato per la ragione della distanza conjugata del primo a quella del 
stecoudo dei sistemi medesimi. 

E passando poi a misurare 1* ingrandimento del sistema completo col mezzo dei 
suoi propri elementi egli ne esebisce le tre misure equivalenti 



CiS) 



K'^'V c/' w.cr •.A e/ 



nelle quali, come più sopra, «, e, , e, indicano rispeUivaBaenle la semiapeitura della su- 
peiUcìe obiettiva, il raggio delle sexioiii circolari dei pemiellì emergemi operale dalla 
11.^ supeHScif ^la quale per Talluale grado di approastmazioiie è a eoDSÌderarBÌ eooie 
piana) e il raggio dell^auello oculare di Biol« FW cousegoeun osserva giustamente il 
Mossolli die i due raggi e, C| nou souo più uel caso attuale eguali fra loro, ma è 



■i'-'t) 



Su quMl^ mìsui^ deUSi^traudinMiilo giova peto avrettìre cke TA. uel detenainarle 
$up|io» Tocdùo a de t t ut e alla u.^ supetMe: il cèe aia bcae quaudo il puulo oeu- 
Im^ fm^e ìmmuo atto airwaeula. Ma se Tocdùo se uè iravaase atta dinauffa il» cioè 

iNMiK^ $1 wavi^NHiie aUMra aaoUiplKure quelle Ire mnmre pef 



e 



ae 1 wcuia si fvupcasw un puMU vcumre cue e m paumane sua pm gquvcukmc 

e 
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e le tre misure si trasformerebbero nelle seguenti 

Perciò anche nel caso in cai i raggi dei pennelli luminosi escano divergenti dall'ocu- 

lare l'ingrandimento si misura colla stessa formola P^^Li» eotoe allorquando ne 

sortono paralleli : la grandezza però ne è diversa perché la Ps'JLi ^^ attualmente il 
valore somministrato dalla (23), mentre pei raggi emergenti paralleli è 



e per conseguenza 









Rispetto finalmente al campo la misura sua subisce il solo cambiamento che nelle 
fomiole (18) la e, va surrogata con e, Il — -p]' 

8. La teoria generale fin qui riassunta è poi dall* A. applicata ad alcuni esempi 
si per mostrare Tuso delle sue formole e le riduzioni di cui è suscettibile la compo- 
sizione delle funzioni P allorché si trascurano le grossezze delle lenti componenti il 
sistema, si per esporre la teoria particolare di alcuni fra gli strumenti più semplici. 
Esamina infatti Fazione di una , due , quattro superficie dividenti : per conseguenza 
gli effetti delle lenti semplici considerandole anche e come microscopi e come occhiali 
e giustificando l'esistenza degli assi dei pennelli luminosi e del centro ottico che tanta 
parte hanno nell' odierna teoria degli strumenti ottici : per conseguenza le leggi dei 
cannocchiali di Galilei e di Kepler, ed il calcolo del dinametro a doppia imagine di 
BoUond del quale aveva già descritto l'uso per la determinazione dell'ingrandimento. 
Queste applicazioni lasciano però il desiderio che come, sulle prime, nella teoria delle 
lenti semplici aveva l'A. preso a calcolo anche la grossezza delle medesime, cosi an- 
zicché trascurarla di poi, avesse cercato quale influenza essa abbia e nei microscopi e 
nei cannocchiali e nel micrometro a doppia imagine. E ciò tanto più in quanto che 
già più sopra si osservò che il conservare nel calcolo l'anzidetta grossezza non impe- 
disce si possa esprimere la relazione delle distanze focali conjugate di qualsivoglia si- 
stema collo stesso enunciato che ordinariamente é in uso per una lente di cui la gros- 
sezza sia trascurata. E in realtà se si pone 

» p(2) M M p(0 _ il 

[Z\f) to — — - pfjj , l — ^^ 
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e si richiamano i valori (22) delle distanze focali principali FJ/^ F^"^ , la prima delle 
equazioni (10) cioè la 



»oA. '^' f.Af-»-' t..A. 



si riduce alla forma 



(30) — 7T r 4- 



». (A - ». (A.-!.) ».(F»' -i) ».(Fi"'-/.) 

che nel caso di v, = Vq > cioè in quello di tulli gli strumenti ottici le cui superficie 
estreme sono toccate esternamente dallo stesso mezzo, diventa 

4 A i A 

(31) — ' 



Se perciò /, l^ sono le distanze di due punti dell* asse centrale misurate rispettiva- 
mente dai centri di figura delle superficie n." e 1*., e da questi due ponti si mi- 
surano le distanze focali A^ — /^ , A — / conjugate , e le distanze focali principali 
F^*^ — If F^"^ — l, quest'ultima equazione mette in evidenza che la somma dei va- 
lori inversi delle distanze focali conjugate eguaglia il valore inverso della distanza fo- 
cale principale del sistema. Ora in conseguenza del doppio segno contenuto nelle for- 
mole (28) due sono queste coppie di punti : per quella che corrisponde al segno su- 
periore negativo è 

1 1 

t;.(FL*> -/)==' MF^^-U ^ "* ^'^~' 
per l'altra che corrisponde al segno inferiore è 

. p(i} 



f.(F<" - 1) t.o(F';' - u 



e perciò i punti delle due coppie i quali corrispondono ad una delle superficie estre- 
me del sistema sono equidistanti dal fuoco principale relativo alla superficie medesi- 
nia. La prima di queste coppie fu avvertita da Gauss il quale la chiamò coppia di 
punti principali, e la defini dalla proprietà che i piani perpendicolari all' asse cen- 
trale in questi due punti incontrano rispettivamente un raggio incidente, ed il cor- 
rispondente raggio emergente dal sistema in punti situati sovra una retta parallela 
all'asse centrale. Mirando però un po' più addentro si scorge che questi due piani prin- 
cipali sono piani focali conjugati aventi la proprietà che il punto raggiante esistente 
nell'uno, e il suo fuoco conjugato esistente nell'altro sono sovra una parallela all'asse. 
La quale proprietà conduce all'altra che di una figura raggiante posta in uno di quei 
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piani si forma virtualmente o realmente nell'altra un' imagine eguale e diritta. E al- 
lora i piani corrispendenti all'altra coppia di punti, £nora non avvertita da alcuno» 
hanno la proprietà che di una figura esistente in uno di essi si forma bensì nell'al- 
tro una imagine eguale, ma questa è rovescia. 

Né forse è inopportuno il ricordare che nel caso di v, = Vo » pel quale le due 
distanze focali principali F]^^ — i, F^"^ — /« sono eguali (che è il caso ordinario) i 
due punti principali di Gauss coincidono coi due centri conjugcUi di Biot (*), cioè 
coi due punti dell'asse aventi la proprietà che i raggi emanati dall'uno si raccolgono, 
emergendo dal sistema ottico, nell'altro seguendo vie rispettivamente parallele a quelle 
di incidenza. Le rispettive distanze Lo L di questi due punti dalle superficie 1*, n." 
sono 



che appunto coincidono colle (28) segno superiore quando sia v.=s Vq . Nella quale 
supposizione la proprietà dell'emergenza parallela alla incidenza non è esclusiva ai 
raggi emanati dai due centri, ma si estende a tutti i punti dei piani principali, fatto 
non avvertito da Biot. 

Tanto poi quella coppia di centri conjugati quanto l'altra coppia di punti dell'asse 
individuati dalle distanze 

{66} Lo = pni ' ^ pTTJ 

ai quali non compete però il parallelismo dell'emergenza alla incidenza ha la pro- 
prietà che per essa la equazione (29) si trasforma nell'altra 



(34) 
essendo 



Vn . Vq Vm Vq 

A - L "*" Ao-Lo "" r."-L^Fl-^^L, 

1 1 ( - P^iLc colle (32) 

i;o(FL*^ - L) "" i^.(Fi-^ - Lo) "" 



4- PiJLi colle (33) 

A queste due coppie di punii si connette un'altra singolarità relativa ai piani pas- 
santi per essi e perpendicolari all' asse centrale. Per ciascuna coppia infatti il rap- 
porto tra i lati omologhi della figura objettiva esistente in un piano , e della sua 



V, 



imagine reale o virtuale esistente nell'altro eguaglia--?: se non che per una coppia 



». 



di piani l'imagine è diritta , per 1' altra è rovescia rispetto all' oggetto. I piani dei 



n Loco eitato pag. 47S. 
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centri conjugali coincidono perciò coi piani principali se Vo=v^ . Facili sono le di- 
moslrazioni di queste proprietà. 

Per mostrare poi che se il computo della grossezza delle lenti accresce il lavoro 
numerico non rende però , col mezzo delle precedenti proprietà , più complicata la 
scrittura analitica delle proprietà ottiche, ricorderò come V A. nello esporre la teorica 
del micrometro a doppia imagine, trascurando quella grossezza, abbia trovato che in- 
dicato con 

2c il diametro del circolo (oggetto) da misurarsi col micrometro 
2e la distanza misurata direttamente dei centri delle due semilenti dello stru- 
mento allorché i bordi delle due imagini dell'oggetto sono a contatto 
/, f^ le distanze focali principali della lente objettiva bipartita e della lente 

oculare del micrometro misurato come d'ordinario si usa 
^3 rintervallo o distanza fra le due lenti 



2c 






Ora se nella teorica dello strumento non si trascurano le grossezze anzidette e, de- 
terminate le coppie dei punti principali di ciascuna lente, si dicono 

?'." . ??' 

le distanze focali principali inteme della lente bipartita e della oculare, misurate cioè 
dai punti principali corrispondenti alle due facce interne fra loro riguardantisi delle 
lenti stesse, e si indica con k^ la mutua distanza dei punti medesimi, ottiensi ancora 



2c =2eA — -ji-. 2^j J-) 



Noterò poi che, ritenute tutte le precedenti denominazioni, e supposto 

V. Vi V3 »3 

indice di rifrazione dall'aria nel vetro delle lenti del micrometro, ed essendo h^ h^ 
le grossezze delle due lenti, ^3 la distanza delle loro facce interne, ed osservato che 
pi ) P3 raggi della prima superficie appartenente alla lente bipartita e della terza ap- 
partenente alla oculare é : 

-(4)= W-l ~H 

^3 = ^3 4- , . ^^ rrr -H 



m— 1 


K 


m 


pipa 


m- 1 


^^4 


m 


P3P4 




*4P3 



*»(Pi •+•>») - (wi — l)fc, m(p3 -h P4) — (m - l)fc4 
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ERRATA-CORRIGE PEL N*. r. 



EKIOKI 

Pag. 03 lin. t 

e quindi conrieiie che le medetinie fiaao 
linee rette e circoUrì. 

lin. 7. 
se ti ponga 

p. 95 I. 4 

9^ 



COlKEZIOm 



TFKTir^ 



p. 96 1. 15 

ore ti ridùedeite l'esaUesfa 

p. 99 I. 14 

gli archi de'paralleli e delle linee ad etti cor- 
rispondenti siano pure ec. 

p. 101 1. 15 

(X'Y, - Y'X^KX'Y', - Y,X',) - ecc. 

p. 105 1. 13 

dall'ano lato all'altro ponto 



e quindi convenire che le medesàne 
rette o cBcolari. 

ti ponga 



VD-t-i-^f-n 



ove si richiedesse tutte Tesatteia 

gli archi de'paralleli e delle linee ad essi corri- 
spondenti, OTTero gli archi de' meridiani e delle 
linee ad essi corrispondenti, siano pare ecc. 

(X'Y, - rX^KX'Y', - Y'X',) « ecc. 
dall'uno all'altro ponto 
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SOPRA LE FUNZIONI SIMMETRICHE DELLE SOLUZIONI COMUNI 

A PIÙ* EQUAZIONI ALGEBRICHE. 

BIEMORIA 
DEL SIG. PROF. EIVRICO BETTI. 



Le funzioni razionali e simmelriche delle soluzioni comuni a n equazioni algebri- 
che con n incognite sono esprimibili per funzioni razionali dei coefficienti, dell'equa- 
zioni. Ma, quantunque si conoscano più metodi proposti da Waringy Poisson, JacM 
e altri, seguendo i quali è possibile la determinazione di queste funzioni, la compli- 
canza dei calcoli che essi richiedono ha impedito finora di dame la forma generale, 
come fu fatto da Waring per le funzioni simmetriche semplici delle radici di una 
sola equazione; e di trovare relazioni tra gl'indici rispetto ai coefficienti e il grado e 
gl'indici rispetto alle radici, analoghe a quelle che il mio amico Prof. Brioschi ha di- 
mostrate nel caso di una sola equazione (V. A. di TortoUni. T. V. pag. 313). L'im- 
portanza di questi problemi nelle teoriche dell'eliminazione, e dei combinanti di un 
sistema di n funzioni razionali omogenee di n-^l variabili mi ha indotto a tentarne 
la soluzione, che ho ottenuta, valendomi di un sistema di equazioni a derivate par- 
ziali lineari simultanee, le quali devono essere soddisfatte da un sistema qualunque di 
soluzioni comuni a n equazioni algebriche con n incognite: 

1. Siano n equazioni algebriche di grado m con n incognite: 



»i-r. r,-r. 



F. = 2 N ^ (r,,r, rJ^^xT "• xl^' . . . «;-'*'« = 0, 

~i '% •** % 



«•-r. r.-r. r .-r. 



(1) 



^ = S N, , Ar,,r, r.lxT' «IlT' • • • «.— ■ = 0, 

r, r, ... % 



w-r. r^-r^ r ,-r. 



r, r, ... Fj, 

dove il segno sommatorio deve estendersi a tutti i valori interi e positivi di r, , r, , 
. . . r^ , pei quali si ha : 

(2) r,<r^, <r,^< <r^<:r^<:ni, 

e 

iw 1.^. 3. ..IH 

<) »•. f *•«... ^"^ 1.2.3... (m— r,).1.2... (r,— r,).... 1.2....(r^,— r,).1.2...r/ 

Tom I. N.* 4. I8M. 25 
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Chiameremo indice totale del prodotlo di più coefficienti dell'equazioni (1) la somma 
degli esponenti di tutti i fattori moltiplicati per le rispettive somme dei loro indici; 
e indice parziale 1"'*** la somma degli esponenti di tutti i fattori moltiplicati per i 
rispettivi indici I"""'. 

2. Affinchè una funzione razionale e intera dei coefficienti dell'equazioni (1) sia 
omogenea e d'indice 6 rispetto all'indice totale» è necessario e sufficiente che sia 

W S (^ + ''a -f- . . . -h r,)(r, , r, , . . . r.), .. ^ ^ — -r- = ef; 

e perchè sia omogenea e d'indice (f rispetto all'indice parziale 1"'*'% è necessario e 
sufficiente che si abbia : 

(5) 2 ^t(^^ y r, , . . . , r^hjj- — —^ -7- == <p/ 

3. Prendiamo le operazioni : 

(6) ^t^ =2(''«~"''»+i)(''i » ••* » **« » *'»^a"*-*» ^»4.a-f-l, ... , r^-hi, »'«+r'»— f»'j.)#-Tf r> 

(7) A„,. ^Si'''» — '•«H-iX»*! » »•« » - » ^'^'^•liu. — :: TT' 

-^ d 

"VI %'% ^ ••• » •*»/« 

nelle quali t<iu ^ il segno sommatorio dev'estendersi a tutti i valori interi e posi- 
tivi di r,, Tji 9 ... 9 r. f che sodisfano alle condizioni (2), e a tutti i valori di s com- 
presi tra zero e n •+• 1 , e si deve porre r^ =z m ^ r,^, = . 

È chiaro che s^ f ^ una funzione omogenea e d'indice 9 rispetto all'indice Uh 
tale, ^p^^f sarà omogenea e d'indice + v — tei rispetto all'indice totale; se è omo- 
genea e d'indice f rispetto all'indice parziale g"''"', ^p,wf sarà omogenea e d'indice 
? 4- 1 9 79 ? — 1» rispetto al medesimo indice , secondo che tci'^^^v + i» 9 
maggiore del maggiore minore o eguale al minore dei due numeri v e tei, oppure 
v< q<w -4- 1. 

4. Se poniamo nell'equazioni (1) invece delle incognite le rispettive funzioni ir- 
razionali dei coefficienti, che costituiscono uno dei sistemi di soluzioni comuni, avremo 
un risultato identicamente eguale a zero. Quindi, se effettuiamo, dopo aver fatta que- 
sta sostituzione, una dell'operazioni (6), (7), (8) sopra il primo membro di una qua- 
lunque dell'equazioni (1), avremo identicamente zero; cioè, operando col simbolo (6) 
sopra F, , otterremo : 
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^(''«'"''ii+i/^r, ''^.•.%vi 9 ^»f •••''il > *'ii4.i"l-l> •••» ''r'4-1» ••• ''ji)#fl'»» il'ii— I ••• X,""" 

ossia 

(9) SNr. r....r.(r. , r. ..... r.). «r. «v;»... ir;-.-'.j(r.-r.^.)^+2(r,-r,^.)%:f:=r| = 

Operando con i simboli A„^ , A„^ avremo in modo analogo : 

(10) YJ*r, r....r.(r. , r, ..... r,)^'!^' «^i;'... <«-"''' jr.-r^,-h2(r.-r^,) 

(11) 2Nr, ,,... Jr. , r. ..... r.)^r-'- «rr;»... <— ''"[(r.-r^.) ^+^{r,-r,^,)^:^Lo 

Se diamo ad < successivamente i valori 1, 2, ... n, da ciascuna delle equazioni 
(9) (10) (11) abbiamo n equazioni lineari con n incognite , le quali sono , per la 

prima, gli n valori ^t,uXn-vì poi* la seconda, gli n valori ^u^^n-^ì P^r ^st terza 
gli n valori A.,, ^«-h») quindi esisterà un sol sistema di valori per queste incognite, 
il quale sarà dato, come è facile a verificarsi, dalle due equazioni : 

(12) A,.„ x^^p = , A,,„ x,^ = — X„«« : 

dove p non è eguale a L 

Quando t == n, all'equazioni (12) bisogna sostituire : 

e quando u = n, alla seconda dell'equazioni (12) bisogna sostituire : 
(14) A„., x._ = - 1 ; 

e quando t = u = n ^ bisogna prendere, invece della prima l'equazione : 

(i5) KnX^p=Xn^^. 

5. L'equazioni (12), (13), (14)) e (15) danno un sistema di equazioni a deri- 
vate parziali lineari e simultanee, che debbono esser soddisfatte da tutti i sistemi di 
soluzióni comuni all'equazioni (1), e del quale è un caso particolare il sistema delle 
prime tre equazioni date da Raabe {Creile Y. 28) per le radici di una sola equa- 
zione. Infatti ponendo n = 1, l'equazioni (14), (12), e (13) danno 



f M àSSAU H M[4TEX%T1C4 



Ut fMh eMeiilM^ e«M «fttfle tee da Am^ e da liliiMrfa' (A. A TmoSh YéL T. 
ftf. Il^)f ie p r m d ia n» fefHBme sotto b 



•^ *' -^^ t^mi mf "T" - ^ •«• ^r" •-• "T^ ^^ "^ ^» 

1. 3 



^ Mi^rVUMM €lb0 






ptrdiè le nidiei «mio o m oggaec e di grado lero riipeuo ai co c tS ei e l i ; eoa che b 
ieeonda delle preeedenti eqnanooi diTiene 

2dx, 

ki quale è data aneora dall'eqnazioiie (15). 

6, Il fìifenia dì equazioni (12), (13), (li), e (15) eqoÌTale al aitleaBa : 

(16) «-=?' *-.=^-- '*.=!-•; 

dove I e ti hanno qualunque valore intero e positivo non maggiore di ji, e p è dif- 
ferente da i. Dunque, se prendiamo l'equazioni (1) sotto la forma omogenea : 

(19) < 
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l'equazioni a derivate parziali, che dovranno essere soddisfatte da un sistema qualun- 
que di soluzioni comuni, 

saranno le (it+l)^ che si ottengono dalle (17) e (18), dando a i,Utp, tulli i va- 
lori interi e positivi non maggiori di n. 

7. Sia 

(20) R = 2P.y^'y; 

la risuUatUe delle funzioni (19) quando vi si riguardino variabili soltanto 

Ifs > 1^3 } |f4 ' * * - > y»' 

Il primo coefficiente Po è evidentemente la risultante delle funzioni (19), dove 
si è posto 2^0=0^ quindi non potrà contenere i coefficienti delle funzioni (19) che 
hanno l'ultimo indice differente da zero. Dunque Po sarà omogeneo e d'indice zero 
rispetto all'ultimo indice parziale. 

8. Se poniamo in R invece di ffi e |fo i valori corrispondenti che fanno parte 
di uno qualunque dei sistemi di soluzioni comuni all'equazioni (19), abbiamo zero per 
risultato; dunque avremo anche identicamente zero, operando sopra R , dopo questa 
sostituzione, con uno qualunque dei simboli A, ^ , e sarà : 



Questa equazione dev'es<er soddisfatta da tutte le radici dell* equazione (20) , ed é 
dello stesso grado ; dunque o dovrà avere il primo membro identicamente nullo, o i 
suoi coefficienti dovranno essere proporzionali a quelli dell'equazione (20); ma questa 
ultima condizione non può verificarsi, perchè i coefficienti delle due equazioni sono 
di grado eguale rispetto ai coefficienti, ma differenti rispetto all'ultimo indice; dun- 
que dovrà aversi necessariamente: 

(21) P^,. = -^ A.,._, P, , A,.._. P, = ; 

e quindi tutti i coefficienti di R si dedurranno dal primo , mediante la sola opera- 
zione A,,,^, ripetuta più volte; e poiché questa operazione aumenta di uno l'ultimo 
indice, tutti i coefficienti P^ saranno omogenei e d'indice p rispetto all'ultimo indice 
parziale. 

9. L'ultimo coefficiente P« è la risultante delle funzioni (19), nelle quali sia fatto 
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y, = ; dunque tulli i coefficienti delle funzioni (19) che compariscono in esso » 
hanno i due ultimi indici eguali, e quindi, essendo omogeneo e d' indice B rispello 
airultimo indice, sarà anche omogeneo e d'indice 6 rispello al penultimo indice. 

10. Operando sopra R con A,^,,. abbiamo 

onde, con osservazioni analoghe a quelle fatte di sopra, si deduce : 

(22) p^. = __i__ A_.^ P, , A._.^P. = 0. 

Dunque tutti i coefficienti di R si deducono dalPullinìo , per mezzo dell' operazione 
A«.i.« ripeluta; e poiché questa non mula altro che gli ultimi indici; tutti i P sa- 
ranno omogenei e d'indice B rispetto al penulliitao indice. 

11. Effettuando sopra R l'operazione A^^ , dove t e «sono differenti da ne da 
it — 1 , abbiamo : 

S!^^' »: ^^ p. = . 

onde si deduce come sopra : 

(23) A,^ P, = , 

e quindi 

(A,^A^— A.^A,jP^=2(r,— r,^,— r.H.r^,)(r, , r. , ... , rj, ' TT = ^ 

Da questa equazione, perciò che abbiamo detto in principio (nT 2), si deduce facil- 
mente romogeneità dì P^ rispetto a^'indid («— S)***^, (» — 3)***^, . . . 2?, 1!, e in- 
dicando quest'indici di P^ rispettivimente con t. , t,^, , t_ . . . t, , t, , e con tf 
il grado di P^ rispetto ai coefficienti delle funzioni (19), si oUiene 

»? — 2i. 4- », = , 



^adi osservando che ì»^ «es 6, si deduce che »i^| , t,»^ , . . . t, , m? formano una 



progressioiie arilmeiica la cui mgìoiie è ^ ; ma sappiano che ^ = — , come 

aacèe dinoslreirenio alla fine di questa Mettona; onde aTrmo : 

i.=(«-.iy«, ».«(ii~i)0, __,t^«aa,i^=.e,j^ = p. 
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Dunque tulli i coefficienli della risullanle sono omogenei e d'indice eguale al me- 
desimo multiplo di Of rispello a un indice parziale qualunque, purché non sia 1* ut- 
limo, e rispello a questo sono pure omogenei e d'indice eguale al rispettivo indice 
che loro conviene come coefficienti d'una forma binaria ordinala per le potenze cre- 
scenti d* yo- 

12. Operando sopra R con A„^, , abbiamo 

A.^ R = ly'r'y'o K^ P, - Sp P,»^'!C' y^ = « 

onde si ricava come sopra : 



2p p. y'^yr 



e sostituendo i valori (16), 



(24) *.- = ^'''^^■' ^' . 

Sp p,*!-' 

Questa formula dà i valori di tutte le incognite in funzione razionale del valore 
corrispondente della sola incognita x,. 

13. Sostituendo in R il valore d'y, dato dall'ultima dell'equazioni (16), e divi- 
dendo per yl , abbiamo : 

(25) 2Pp«^^' = 0i 

e questa sarà l'equazione finale risultante dall'eliminazione di tutte le incognite, fuor- 
ché Xi , dall'equazioni (1), e darà tulli i valori di x, , che fanno parte delle solu- 
zioni comuni all'equazioni medesime, e avremo 

P A P 

(26) S«^. = -^ = - ^2=^, 

intendendo che il segno sommatorio debba estendersi a tutte le radici dell' equazio- 
ne (25). 

14. Operando a volte successivamente sopra i due membri dell'equazione (26) 
col simbolo A„,,., , e rammentando l'equazione (13), otteniamo : 

Questa formula dà la somma delle potenze simili, di grado qualunque a , delle 
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dove il segno sommatorio deve estendersi a tulle le differenti permutazioni degl' in- 
dici superiori; e sia 

«I -*- Pi + 7i -H . . . == 4»! f 
«» H- Pa + 7a •+•... = +a f 



«r + Pr •+• 7r -I- • . • = +r ; 
4» = +1 H- 4'a H- . . . -H 'l'r . 

Il eh. Sig. Schlàfli ha dimostrato (Mem, deU'Acad. di Vienna. T. 4?) che 
(31) S = I., 

* 

dove F è una funzione razionale, intera e omogenea dei coefficienti dell'equazioni (1), 
dì grado 97 , essendo f il grado del primo coefficiente Po della risultante (25). 
Ora, se poniamo : 

D, = ^r^(r, , r, , . . . r J, — — — , 

"Vi > '^a » • • • > '^Hfs 

è chiaro che, a cagione deirequazioni (7) e (12), avremo : 

A.,. = D. - D^. = -^a^-Jg^, 
quando u non è eguale ad n; e a cagione dell'equazioni (7) e (15) : 

A... = D. =2*;:i, -^ . 

dove il segno sommatorio dev'estendersi anche a tutti i valori di p interi e positivi 
minori di n. 

Applichiamo gli operatori A„,^ , A«,^ al primo membro dell'equazione (31) , ed 
avremo 

Applichiamo gli operatori rispettivamente equivalenti ai precedenti, cioè D,.— D,,^., e 
Tm. I. ir. 4. itss. S^ 
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D„ , al secondo membro, e avremo risultati eguali; onde 

^*t p«- *'«H-l p«^ ^^ T« ptf * " p<r — p« ' 

Ma, per ciò che abbiamo dimostrato (n? 11), e per la formula (5), abbiamo 

D.Pp = (r, D.Po==ttdP^, 

essendo 9 il grado della risultante; dunque 

D-F~D.^.F = (<Tfi- +.)F, D,F = v|,F; 

dalle quali si deduce : 

D„F = +F , 

D-, F=H-4- + -+,)F, 
D— F =^(2(Tfi + +- +. - 4,JF , 



le quali, ranmientando la formula (5) e il teorema di SchàfU, danno il seguente : 
Teorema. Una funzione S simmetrica multipla delle soluzioni comuni all'equa- 
zioni (1) è eguale a una funzione razionale dei coefficienti, che ha per denominaiare 
una potenza 9 del coefficiente V^ del primo termine della risultante (25), essendo <r il 
massimo numero di fattori collo stesso indice superiore, che compariscono neiter^ 
mini di S; e che ha per numeratore una funzione F intera e omogenea digrado 
9tf, essendo 9 il grado dì Po ; e itwltre F è , rispetto aWuUimo indice parziale , 
omogenea e d'indice eguale al grado di S, rispetto al penultimo indice, è omoge- 
nea e d'indice eguale a oB piti U grado di S rispetto a tutte le incognite fuori 
che Xg ; rispetto aU'antipenultimo indice, è omogenea e d'indice 2<r6 più U grado 
di S rispetto a tutte le incognite tranne x, e x,; e coH discorrendo. 

18. Tutte le funzioni simmetriche multiple, si deducono anche per mezzo delle 
operazioni A,^ , dalle funzioni simmetriche della forma : 

^ « ^ > F 

ZK ^l ^ì •••• = 57 

in ciascun termine delle quali sono differenti tutti gl'indici superiori e inferiori, in* 
fatti, se 
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«(« — 1) .... (« — « -f- 1) P(P — 1) .... (P — P" -H 1) .... • 

19. Per delerminare ii grado rispetto a x, e il grado f rispetto ai coefficienti 
dell'equazioni (1), della risultante (26), osserviamo che quando n = 2 , abbiamo 

B == m*, f = 2m. 

Ora, supponiamo sia dimostrato che quando l'equazioni sono in numero di n , 
= m" , ^ = nm"~' , e dimostriamo che quando l' equazioni saranno n -H 1 , 
avremo 

B = m*-^' , (p = (n-f. l)m". 

Siano le n + 1 equazioni algebriche di grado m con n + ly incognite : 
/*(«! >»a — ««4.1) =SNr, r, ...r. ,('*« » **» ' — »'M.i)#*«+t **«' '• • ' *i* ""*" =^= 

la equazione finale risultante dall' eliminazione di tutte le incognite meno x,,^, , sap- 
piamo essere : 

(33) n/,^,(x', .«'.,... x'J = ; 

dove n indica il prodotto di tutti i valori che prende /.^.^ quando si pongano suc- 
cessivamente per le incognite gli m* sistemi di soluzioni comuni all'equazioni , 

/, = 0, /.=0,.../.= 0; 

dove x^i si riguardi come conosciuta. È chiaro che i coefficienti di <(Ueste equazioni, 
in tale ipotesi» contengono x„^, , e se le scriviamo sotto la forma : 

(34) /,== 2N^ ^ _ , (r. r. ... rJ^T^" x[l^\ . . «'•-''^* = 0; 

il grado dei coefficienti rispetto a x^^ sarà eguale all'ultimo indice. Ora il prodotto 
(33) è composto di termini tutti di grado m" rispetto ai coefficienti dell'equazione 
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y]^, = , moltiplicali per funzioni simmetriche di soluzioni comuni alle equazioni 
(34)) le quali non contengono più di m indici superiori eguali e quindi sono eguali a 
una frazione il cui denominatore è P^t indicando con Po il primo coefficiente della ri- 
sultanle dell^equazioni (34), e il numeratore è rispetto ai coefficienti dell'equazioni (34) 
di grado eguale a m volte il grado nm""* di Po > ossia è eguale a nmT; onde tutti 
termini del prodotto (33) sono frazioni il cui denominatore é P^ é il numeratore à 
di grado m" + itm" , ossia (n + l)m"« Dunque la risultante (33), moltiplicata per 
P7, sarà intera e omogenea di grado (n + l)m" rispetto ai coefficienti dell'equazioni. 

Gl'indici poi di queste funzioni simmetriche sono, rispetto all'ultimo indice parziale 
non superiori al proprio grado cioè ad m'*'*'' , onde rispetto a a?»^., la risultante sarà 
di grado m""*"'. 

Ora è noto che per n => 2, si verifica che d = m", ^= nm'^*} dunque si ve- 
rificherà qualunque sia n; e cosi sono dimostrati i teoremi di Bexout e di Eulero in 
generale, nello stesso modo che si tiene per dimostrarli nel caso di due sole equa- 
zioni. 

Pisa, 15 Giugno 1858. 
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TEORICA DE* MOTI PICCIOLI D* UN GALLEGGIANTE OMOGENEO. 

BfEMORIA 
DEL SIG. PROF. DKLFIIVO CODAZZI. 



Prendo a considerare i moli piccioli d*un galleggiante omogeneo, il quale abbia 
una forma qualunque» e venga devialo in un modo pure qualunque da una posizione 
d'equilibrio stabile, però fatta astrazione dal movimento del liquido. Quest'argomento, 
per quanto io sappia, non fu Iratlalo ancora in un modo generale, sebbene si cono- 
scano le soluzioni più o meno complete d'alcuni casi particolari, e sebbene conoscasi 
qualche sistema d'equazioni, lineari si ma complicate, dall'integrazione delle quali la 
soluzione generale dipenderebbe. Il metodo cb'io seguo mi conduce, dopo un primo 
integrale, ad equazioni di movimento possibilmente semplici. 

Farò uso frequente de'teoremi enunciali da Dupin nella Memoria De la stabilite 
des corps flottantSf e relativi tanto al piano tangente quanto all' incurvamento della 
superficie de'centri delle carene e della superficie inviluppo delle basi delle medesime 
carene; de'quali teoremi ho riunito le dimostrazioni analitiche in uno scritto pubbli- 
calo negli Annali di Scienze matematiche e fisiche del Sig. Tortolini, agosto e settemr 
he 1857. 

1. 

Un corpo omogeneo di forma quabivoglia giaccia in equilibrio alla superficie d'un 
liquido stagnante; saranno, come è noto, in una stessa verticale il centro di gravità 
del corpo ed il centro della carena. Imaginiamo che questo galleggiante venga alcun 
poco abbassato od elevato rispello al livello del liquido ed inclinato in pari tempo 
rispetto alla retta de'due centri, dipoi ch'esso venga abbandonato a sé medesimo senza 
velocita iniziale; e proponiamoci di determinare le leggi del movimento ch'esso assu- 
merà, fatta astrazione dal movimento del liquido. Dovremo considerare a parte il moto 
di traslazione del centro di gravità ed il moto di rotazione di tutto il galleggiante 
attorno ad esso centro. 

In primo kiogo formiamo l'equazione che regola il moto verticale del centro di 
gravità; non occorre considerare il moto orizzontale di questo centro , il quale , ove 
si facesse astrazione dalla resistenza del liquido, sarebbe uniforme. Si chiamino g la 
gravità, D la densità del liquido, V* il volume della parte di galleggiante immersa 
nello stato d'equilibrio; dimodoché ^DY*^ esprimerà tanto il peso del liquido spostato 
quanto il peso di tutto il galleggiante. Alla fine del tempo I si chiamino C la di- 
stanza del centro di gravità dal livello del liquido , la quale quantità sarà tenuta 
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come positiva o negaliva secondoché diretta d'alto in basso o viceversa; V il volume 
della parte immersa di galleggiante; e a> l'area della sezione fatta al corpo con un 
piano orizzontale che separi da esso un segmento di volume eguale a Y*^. Il galleg- 
giante è spinto in basso dal proprio peso ^DY^ , ed in alto dalla pressione del li- 
quido esprimibile con ^DY ; quindi, indicando con apici le derivate prese rispetto al 
tempo, avrà luogo l'equazione 

(1) DYV= ^DY** — ^DY ovvero Y»c"= — ^(Y~Y<>). 

Si denomini A la distanza del centro di gravità dal piano della sezione d'area a>, 
e si riguardi questa quantità come positiva o come negativa secondoché diretta verso 
il basso verso l'alto; inoltre si denomini X la distanza del livello del liquido dal 
piano della medesima sezione; avremo manifestamente 

X = A -H C 

Ora, indicando con % una ordinala verticale, è facile comprendere che la a> é il va- 
lore d'una certa funzione (ù(%) dipendente dalla forma del corpo e relativa a z=X; 
inoltre è pure facile comprendere che 

Y— Y" = r«(») d«. 

Sostituendo questo valore nella (1), s'ottiene 

(2) Y«C"= - g^\(z) éz ; 

e questa è l'equazione che volevasi formare. 

2. 

In secondo luogo formiamo le equazioni che regolano il movimento di rotazione 
del galleggiante attorno al proprio centro di gravità. Si assumano come assi coordi- 
nati mobili i tre assi principali d'inerzia riferiti al centro di gravità, e siano a, b, e 
i tre momenti d'inerzia principali; v, , v^ , v^ le componenti della velocità di rota- 
zione attorno agli assi; («> C» > Ce i coseni degli angoli formati dalla verticale con 
gli assi medesimi. Sussisteranno le seguenti note equazioni 

(3) t^a=^bVc — 5cV*. C;=CcV. — C.Vc , C=^««'*— C*v« • 

Si chiamino d« , d^f de le tre coordinate del centro della curva di base u, e ^ 
la distanza verticale di questo centro di carena dal centro di gravità ; ponendo per 
brevità 

ove (p dinota una lanzione qualunque» ed osservando che il piano orinontale paiaanle 



PURA ED APPLICATA. 207 

pel punlo (d« , 9t , ^e) è langenle la superficie de*cenlri di carena, avremo 

(4) 2^,c.= (J, 2a,c', = ^. 

Così, chiamando A« , A« , A^ le Ire coordinate del centro di gravila dell'area <u, ed 
osservando che il piano di quesl' area è tangente la superficie inviluppo delle basi 
delle carene, avremo pure 

(5) SA,;, = A, 2A,ì:, =A. 

Alla fine del tempo t il volume del liquido spostato è Y, ovvero 

I (ù(z) dz. 

Ora i momenti del peso di liquido di volume Y*^ rispetto agli assi sono 

gm^(d, K, - à, Ce) , ^DYo(dt. Kc - K CJ . ^DY*»(a» K. — à. C*) ; 

i momenti del peso di liquido di volume 1 ^(s) dz sono 

t/o i/o %Jo 

ove x« , x« , Xc dinotano le tre coordinate del centro di gravità dello stesso volume. 
Per conseguenza il moto di rotazione del galleggiante attorno al proprio centro di 
gravità sarà regolato dalle tre seguenti equazioni 

av'. -h (e — b)v, vt = ^DY<>(a, 5* — a, g-f- ^D I a)(2)d».(«, C* — «* CJ , 

(6) j bv\ + (a - c)t;. v, = gl>y^(K C. - ^c OH- ^D r"(»)d2.(«. Ce ~ x, C.) , 

(ò - a)v, V. = ^DY*»{a* C. — a. W-f- ^D r «(a)dj.(aj» C« - x. C,) . 

3. 



CVc-^ 



Un integrale delle (6) si forma con facilità. Difatto, queste equazioni siano mol- 
tiplicate rispettivamente per C« , C» , Ce > e' sommate tra loro; avuto riguardo alle (3) 
risulterà 

a{C. ».)' -+• Ò(C» v,y + c(Cc Wc)' = , 

da cui, avvertendo che quando il moto comincia le velocità sono nulle, 

(7) aC. ». H- ft C*»6 4- e Ce »e = . 

Le (3) unitamente alla (7) ponno essere risolute rispetto alle tre componenti della 
yelocità di rotazione. Denominando ( il momento d'inerzia del galleggiante rispetto 
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alla verticale passante pel suo centro di gravità, cioè ponendo 

si trovano facilmente 

(8) Ìv, = cKc<!é — lfKkÌcf ìv» = oc. C'è - ce. C'. , {Ve = ^* e'. - oc. e*» . 

Da queste possiamo dedurre un valore della quantità ^ivf , cioè della somma delle 
forze vive di tutti i punti del galleggiante; difatto, quadrando queste equazioni, mol- 
tiplicandole rispettivamente per a^b, e e sommandole, s'ottiene 

?'2*V = ?(^C+ caC -t ab C) - abc (gcO* • 
ovvero 

(9) ìS»t;; = ftcC-f-coC-Ha6C. 

Un'altra espressione della somma delle forze vive può dedursi direttamente dalle 
(6), moltiplicando queste equazioni rispettivamente per v« , v» , v, , e sommandole tra 
loro. S'ottiene in tal maniera, avuto riguardo alle (3), (4) j 



5)1,;, v', = - ^DV^d* - gBf\{z) dz.2x, C, ; 



da cui 



(10) Stv? = cost. ~ 2gU\^d - 2^D Idi I [\{z) dz-Jx, C', 

4. 
Indicando con |tx, v due parametri indipendenti, le equazioni 

fx =r cost. , V = cosi. 

esprimano le linee di curvatura della superficie luogo de'punli (d« , d^ , ^«); i due pa- 
rametri si riterranno determinati in guisa che s'annullino nel centro di carena corri- 
spondente allo stato d'equilibrio del galleggiante. Si chiamino ordinatamente N, M gli 
archi de 'due sistemi di linee di curvatura; n, m le derivale di questi archi, dimodoché 



(11) 



M = I mdfx , N = I ndv . 

%jo i/o 



Siano ordinatamente pe'due sistemi r^^r^j, i raggi di curvatura; n^ini^ftc^m^^m^ ^ 
ific i coseni degli angoli che le tangenti fanno con gli assi. Siccome C« > C» » Ce sono 
i coseni degli angoli che la normale alla superficie forma con gli assi, cosi 

( W»« = Wft Ce — ^c C* > m* = tic C« — W. Ce » W»e = «« Cft — »» C , 

(12) 

( 11^ = m« C* — w»* Ce > n* = m. Ce — *»* C« , «e ^ *»» C« — *»« C» ; 
inoltre 
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(13) 



dCa fittila 
dfi "~ r^ * 


de» fnm» 
dfi "" r^ ' 


de. 


fiifn^ 


de. nn^ 
dv r. 


de» fin» 
dv r. 


de. 

dv "" 


tMg 



Mediante questi valori le (8) assumono la forma seguente 

Ulti nv 

?». = (^e»m, — cec m») -i- -I- (òe»fi4, — ce^fi») — » 

nuì fiv' 

(li) / {v» = {cKc m. — ae. m^j -2- -h (ce. fi. —ne. n^) — » 

ffifi' nv' 

{Ve = {aK^m^ — *e»f».) -f- -f- (aC.n»— 6e»n.) — ; 

% r, 

e la (9) diviene 

ove si fecero per brevità 

bcml -f- carni -+■ abml = ol^ bcmjtt^ -+- cafn»n» -i- abm^^ = |3 , 

fccnj H- cani -+- abnl = y . 

5. 

D*ora in avanti adotteremo l'ipotesi de'moti piccoli, e riguarderemo come trascu- 
rabili tutti que' termini che saranno a più d* una dimensione rispetto ad una deUe 
quantità X, fi, v, fx', v' , v« , v» , v^ . Indicando con «j^^ il valore d*una funzione qua- 
lunque <p relativo allo stato d'equilibrio» abbiamo evidentemente 

(16) a: = a^e;, dt = ^Ki, a: = ^«; 

inoltre le (11) diventano 

(17) M = f»V , N = n^. 

Ciò premesso, vediamo quali modificazioni subiscano la (6), (14). 
Osserviamo dapprima che 

*.e. -a.C = (a; -HmJM +nJN)(c' -^M — ^n) 

- (a; H- mj M + nlN) U - ^M - ^), 
Tom. I. n: 4. i8i8. 27 
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ovvero fatte le rìdazioiii 

*.;. - *»?. = i»: (r; -H a») 5- - «: (r; -f- a»)^-; 

ed analo^ valori si troveramio pe'binomii ^« (« — ^«C« » ^* C — ^« C» • Ofeaerviamo 
dipoi efae 



(iS) 
inoltre, eMendo ciUndrieo il volame 



I »(x)di. 



ili 



per cai 



r«(*) di.(«,c, — X, cj = «• (Aj cj - a; cj) X , 

ed analoghi valori si troveranno pe'binomii 

I/o 

In conseguenza le (6) diventeranno 

ai/, = i^DVo jn:(r; -h a-) J - mJW + ^)^| H- 9I>""(a:c: — Atcj) l , 

(19) {^^'» = 9^^' \<« + ^) J! - «»: w -^ ^) ^1 -^ Ì^^'<^Ì <^* -^i «) ^» 

ci/, = i^DV» jn;(rÌH-ao)M-.m:(r:+ ^) ^| -M^I>""(a: tf - a; {•) À . 
Le (14) si mutano nelle seguenti : 



«•A *•» 



Pv. = «ml-^:m:) ^ + (ac:nj -^-nj) 5" ; 



r;i r; 



e queste somministrano 
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r t.'. = (K m; - < m') ^ + m: n; - (ili ni) % . 

If" N" 

(20) ( e»t^'.==«m;-<mj);^^-«ii:-<iij)3. , 

«• «'. = « m» - *cr m;) 5^ + « n: - K «.•) Z ■ 

6. 

Ora passiamo all'equazioni de'due movimenti. 

Abbiamo 

,, dA<» dA<» 

dfA ^^ • 

ma seguono dalle (5), (13) 

dA^ 

ove si posero per brevità 

2A,m,==tt^, 2A|ni = u,; 
perciò 

(21) A = A' -«;;:?-< n- 

in consegaenza la (2), scrivendo X — A invece di C, diventerà 
(22) i"^u^^^^u: ^ ^-GOX = 0, 



o»» 


dA» ^no 


tt — r » 


-T— ==—»** -r » 




dv *rl 



ove s'è messo 






yo — ^ • 



La (22) è l'equazione che regola il moto verticale del centro di gravità. 
Dalle (19) si deducono facilmente 

2»m?v; = - ^Dv»(r* ^ ao) ^ - gi^"" «.n , 

Smjivj = gVS^rl h- a») M- h- ^D«o„t x. 



% 



Dalle (20) si deducono pure con facilità 
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U oonfrODto ira le due coppie d'equazioni somministra le due seguenti 

If" N" N 

/» » » 

(«3) 

le quali regolano il moto rotatorio del galleggiante attorno al proprio eentro di gra- 
▼iU. 

7, 

TroYiamo i valorì degli angoli, che la normale aDa superficie de'centrì di carena 
nel punto M «» , N «= fa rispettivamente con le normali condotte alla medesima 
superficie per gli estremi degli archi M, N. 

Si chiamino ordinatamente S^ » S» questi due angoli. Oaservando che la C« re- 
latiTa al punto estremo di M ha per valore 

.. àKj d*C / 



eosS, = Ì4.^2C^ 



ovvero 



i m-fa* 






Ne segue la prima delle 

s'oltMM la seconda operando in oaodo analogo rispetto al parto esUcMo di N. 

TrovìaaftO anche il valore deU*angolo» che il piano tangente aDa supeifici e di 
tri di carena nei punto M»*0« NaoOficol piano tangente aDa awidesima nel 
punto di coordinate curvilinee ÌI> N. 

Sì denomini e quest'ai^oks ed oaservando che 

r r*^< ^^.^^'^^^ ^^^^^^""^ 
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risalterà 



ovvero 



-- '--Vs«.-T^--rScy 



1 m^u* 1 n«*v* 
eoa a = ì. — rr 



a"7?~ a r 



.»-' 



/» » 



da cai 



o anche 

(25) <r* = Si-+-S«. 

8. 

Vediamo come si modifica la (iO) equazione delie forze vive. 
In primo luogo occorrerà formare il valore di i. Abbiamo 

^ ^ da* da« d^iT ^" d"^*» d*a*> v» 

dfji "^ dv dfji a dfidv dv" 2 

ove la seconda (4) somministra 

^ — — =0 

dfA dv 

dj?" ^dft d|u ^ ' d|K* ' dftdv ^ dv df< "^Z/ ' diudv ' 

d7" Z/ dv dv "*"Z/ ' "d?"' 
In aegnito si trovano facilmente 

-^dfi dii'^ r; ' ^dv df< ^ ^ dv dv rf' 

perciò saranno 

-d?^=--W-*-^^7-^ _ = o. ^:»-.(r;4-ao)- 

e ooosegoentemente 



o» 
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(26) d = a» - i(r;[ 4- *>):S^ -|(r« + *>) S« . 

In secondo luogo occorrerà formare il valore di 



R[ 



Abbiamo 

perciò 

jÀtì 1 &)(2) dz.^a?/ {;'/ = 0)°! XA'd/ . 

Ora, osservando che A = X — 5 , si trova 

j XA'dt= I ^" — n^'àt 

in seguito la ^ = — ^ìt^ ^ > equivalente della (22), somministra 

- "" J^^'*»' = 2^ <^' • 
Per conseguenza risulterà 

Ciò premesso, la (10) diventerà 
{27) Jiv? = cost. -H SfI>V**{(r' + ^^)S^ -H (rj 4- ^**)S;i - ^Dw^X» - DV»C" , 

ove s*è compreso nella cost. anche il termine — 2^DY°d^ . Questa equazione rende 
manifesta la condizione, che deve aver luogo affinchè requilibrio del galleggiante sia 
stabile, eh* è quanto dire affinchè il galleggiante deviato alcun poco dalla sua posi- 
zione d'equilibrio e quindi abbandonato a sé medesimo tenda a tornarvi. Difatto es- 
sendo positivo il primo membro, tale esser deve anche il secondo ; ora le quantità 
S^ , Sy si manterranno costantemente piccole ogni qualvolta i coefficienti de 'loro qua- 
drati saranno negativi, perocché la somma di tutti i termini negativi dev' essere sem- 
pre minore di cost.; di conseguenza dovranno sussistere le ineguaglianze 

(28) — <>a<>, _r;>a«. 

Si noti che le r^ , r* esprimono i raggi di curvatura della superficie de' centri di 
carena contati nel senso della normale estema; per cui le — r * , — r* esprimeranno 
i raggi di curvatura contati secondo la vera loro direzione. Dunque , le precedenti 
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ineguaglianze insegnano che VequiUhrio del galleggiante è stabile quando la distanta 
del centro di gravità dal centro della carena è minore del piti piccolo raggio di 
curvatura della superficie luogo de*centri di carena, A questo modo e dimostrato in 
tutta la generalità, cioè qualunque sia la forma del galleggiante, e qualunque la di- 
rezione dello spostamento, il teorema enunciato da Dupin nella Memoria De la sta- 
bilite des corps flottants (*). 

9. 

Ammettendo che il centro di gravità dei corpo rimanga a distanza costante dal 
livello del liquido, abbiamo 

C' = 0; 

ammettendo di più che le verticali passanti pel centro di gravità dal corpo incon- 
trino durante il tempo t la superficie de'centri di carena in punti d'una jsua linea di 
curvatura , per esempio in punti della v = costante, abbiamo 

N == , ovvero S, = 0. 
Allora la (27) diviene 

Siv; = cost. - gfD { a,°X' ^ V»(-r« — d»)S» \ ; 

la quale può facilmente mettersi sotto un'altra forma. Perciò si denomini y Ta di- 
stanza che il centro di gravità della base della carena nello stato d'equilibrio ha dal 
livello del liquido alla fine del tempo t-, e si chiamino ](« , y^ > yc le coordinate del 
punto in cui la y incontra la base della carena attuale. Saranno manifestamente 

dalle quali si conclude 

y-X=2AfC,~A. 
Ma sono 



»AO 



dA« dA*» d*A«> fji' d'A*» d*A 

d/EA dv d/EA 2 dfjidv dv 2 

per conseguenza risulterà 

^ ^ Z^dti éfi' ^ Z/dv éfi ^ Z/ dv dv ' 2 ' 
la quale manifesta che y differisce da X di quantità del second' ordine rispetto alle 

n V. AfptieaUotu de GéométH* ft 4$ Méttmiqut, par Charlt Dupin; Porù iSn, p. U. 
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/A, V. Ciò premesso, l*eqaaxione delle forze vive, scrivendo y invece di X ed il valore 

dato dalla (25) invece di S^ , diventa 

(29) JJvf = cost. - 9D}«Y -+- V"(-r; - d^)fr'\ ; 

ove si noterà che — Y^r* esprime il momento d'inerzia massimo o minimo della 
base d'area u® secondochè — rj[ è raggio di curvatura minima o massima. La (29) 
è la sola equazione delle forze vive considerata ne*diversi Trattati di Meccanica ra- 
zionale (*); da essa è dedotto il teorema che per la stabilità dell' equilibrio la di- 
sianza del centro di gravità del corpo dal centro della carena dev'essere minore dei 
più piccolo momento d'inerzia della base rispetto alle rette condotte pel centro di 
gravità della medesima diviso pel volume del liquido spostato. É chiaro che la (29), 
essendo al tutto particolare, non poteva dar luogo a questo teorema generale. 

10. 

Avanti d'integrare le equazioni del movimento, esaminiamo quali modificazioni sia 
necessario d' appoKare alle medesime , quando la forma del galleggiante soddisfa a 
certe condizioni particolari. 

Dapprima consideriamo il caso, in cui la verticale passante pel centro di gravità 
del corpo in equilibrio incontra la base della carena nel centro di gravità della me- 
desima. Allora avremo evidentemente 

2Ar = Ao*, a;=A%«; 

quindi le modificazioni ad introdurre nelle equazioni del movimento saranno espresse 
dalle 

(30) «; = , «; = . 

Dipoi consideriamo il caso , nel quale il galleggiante in equilibrio è simmetrico 

rispetto ad un piano veKicale. Allora è manifesto che un asse principale d'inerzia 

sarà perpendicolare a quel piano, e ritenuto che quest'asse sia quello del momento e 

avremo 

(31) C = 0. 

fi manifesto inoltre che un asse principale d'inerzia della base della carena sarà per- 
pendicolare a! medesimo piano» e quindi una linea di curvatura della superficie dei 
centri di carena lo sarà pure ; perciò , ritenuto che questa linea sia la /x = cosi. , 
avrenho 

(32) iC = ^> ii:=ii:=0, m;==0; ed anche a; =r . 

Seguono da queste 

(*) V. TVtìU é» JfrMOMfiM, t.* ^, dì Poìs^oa. >- Cmtn ée Métmmifme ée t ée^lé poi^tekuifut , 
fmrù ISIS* M Sìf . DiA>tU — TVvAc * Mùwmifm nUmmtUe, BrmMtUm I8S«, del Sig. 



(33) 
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Le (31), (32), (33) esprimono le modificaiioni ad introdiirre nelle equazioni del mo- 
vimento in questo secondo caso. 

11. 

In primo luogo formiamo gl'integrali delle equazioni del movimento, ammesso che 
la forma del galleggiante soddisfaccia ad ambe le condizioni esposte nel numero an- 
tecedente. 

Le (22), (23) diventeranno in questo caso 

(34) X"-4-G*X=0, SJ-4-PiS^=0, S:4-P*S. =0; 
ove si posero per brevità 

La prima (34), non contenendo le S^ , S^ , manifesta che il moto verticale del cen- 
tro di gravità succede indipendentemente dal moto rotatorio del galleggiante attorno 
ad esso centro. Si dinoti con ^ il valore d'una funzione qualunque Y relativo a <=0, 
cioè relativo allo stato di spostamento del galleggiante; l'equazione medesima integrata 
somministra 

(35) X=Àc08ty/G% 

la quale manifesta il noto teorema che il moto verticale del centro di gravità sue- 

yo 

cede come quello d'un pendolo semplice di lunghezza -^ . Si denomini ti il tem- 
po necessario per battere una mezza oscillazione; la (35) dà 

o ^ 



(36) tl = 



2v^G*» 

Le due ultime (34), contenendo separate le variabili S^ , S^ , insegnano che i 
due moti rolatorii attorno alle due linee di curvatura fx = cost. , v = cosi, sono in- 
dipendenti l'uno dall'altro. Le medesime equazioni manifestano che per la stabilità 
dell'equilibrio le quantità Pj^ , P^ devono essere positive; diversamente i valori delle 
S^ , Sy conterrebbero qualche esponenziale che crescerebbe col tempo rapidamente. 
Dunque la stabilità dell' equilibrio richiede quella stessa condizione (28) , alla quale 
eravamo condotti dall'equazione delle forze vive. Le due stesse equazioni sommini- 
strano mediante l'integrazione 

Tom. I. Ifo. 4. 185S. 28 
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(37) S^ = S^ coslv/P; , S. = S. cosIvT; ; 

le quali insegnano che t due moti rotatorii attorno alle due linee di curvatura fji=cosi.r 
v=co$t succedono come quelli di due pendoli semplici aventi le lunghezze rispet- 

Indicando con <* , <* i tempi necessarii per battere le mezze oscillazioni, abbiamo 
dalle (37) 

(38) < = ™ , !•- " 



2|/PJ • 2v/P; 

12. 

É facile il riconoscere che l'ellissoide in equilibrio soddisfa ad ambe le condi- 
zioni di forma esposte nel n? 10. Infatti le sezioni fatte ad esso con piani paralleli 
tra loro hanno i centri di figura in una stessa retta , perciò tanto il centro di ca> 
rena quanto il centro di gravità della base corrispondente saranno sempre in linea 
retta col centro di gravità del corpo intero. Inoltre questa retta è perpendicolare ai 
piani paralleli appena quando coincide con uno destre assi di figura, perciò l'equili- 
brio avrà luogo appena quando uno di questi ultimi è verticale. Ciò premesso, in- 
dichiamo con K flbt le le lunghezzze de' tre semiassi e riteniamo verticale il primo 
tra essi; avremo 

V = ^(/. - A<')'{2/. -I- A») , va» = ^ (/: - A")' , 

«• = 1^' (Il - à'y. 

ed i momenti d'inerzia principali della base d* area &>® relativi al centro di gravila 
della medesima saranno 

per cui, ritenute le fx = cost. ; v = cost. rispettivamente parallele a'semiassi !« , !« v 
risulteranno 

Per mezzo di questi valori le (28) diventano 

h>l.. lc>l.i 
le quali manifestano il noto teorema che l'equilibrio d*un ellissoide è statile quando 
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il più piccolo de'tre assi è verticale. 
In seguilo si trovano 

(Z9) _ 3(i. + A») . 

V(- r; -a») =^'(ì: -a''»)'(« ^ C), v{-r;-a»)=^(i.'-A<")'(j:-i'), 

P'_l_ 15 ?!_* 15 

^ - e - 4nD.J. I. /. (J: 4-1.') ' f-b- 4,rD. I. i» l,{ll -h II) ' 

ove D, esprime la densità della materia componente l'ellissoide. Risaltano per conse- 
guenza 

(40) p^____jj_i(t. -A ) . F^ = j^ — _.__(f._A ). 

InGne, siccome il peso del liquido spostato durante l'equilibrio deve eguagliare quello 
dell'ellissoide, cosi 



W-==^nDXhl,, 



da cui 



(41) »=4 ?1 



D. ^ (f. ~ AO)'(2i. -f- A») 

Per mezzo delle equazioni (35), (37) e de'valori (39), (40), (41) si possono deter- 
minare tutte le circostanze del movimento. 

13. 

In secondo luogo formiamo gl'integrali delle equazioni del movimento, ammesso 
che la forma del galleggiante soddisfaccia soltanto alla prima condizione del n? 10. 
In questo caso le (22), (23) diventano 

Ì>" -h G«X = , 
K -»- § s: -f- P« s^ = , ^'s; + s: -+- P* S. = . 
7 

La prima di queste, non contenendo le S^ , Sy , insegna che il moto verticale suc- 
cede indipendentemente dal molo di rotazione, i valori di X , <^ sono ancora eguali 
a quelli dati dalle (35), (36). Le due ultime, essendo simultanee rispetto alle S^ , S^ , 
insegnano che i moti di rotazione attorno alle due linee di curvatura fi = cost. , 
y = cost. più non sono indipendenti l'uno dall'altro. Per averne gl'integrali si pon- 
gano 
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S^ = e^' , S, = Fe^' , 
ove le /, F sono coslanti da determinarsi; falle le sostituzioni risalteranno 

/ 
le quali mediante Teliminazione della F somministrano 

(44) (1 - e')/» + (P; + pj)/ + p; p* = , 

ove si fece per brevità 



(*3) /+^F/-4-P; = 0, ~/-f-F/-4-FP; = ; 



^o„o 



e. 



7 

Avanti di discutere le radici della (44) osserveremo che 
«OyO_po« _ abc{a(ml ni - m>;)' H- ÒK nj - mf n;)'H- cK nj - mi nf)'} , 

ovvero 

(45) aY - P**" = abcP ; 

per cui la e è quantità sempre minore delFunità. Ora, affinchè Tequilibrio sia stabile, 
la (44) non deve somministrare per /^ alcun valore positivo e reale, diversamente la 
f ammetterebbe qualche valore positivo e reale, e le S^ , S» conterrebbero qualche 
esponenziale che crescerebbe col tempo rapidamente. Quindi, osservando il terzo ter- 
mine della (44), concluderemo che la P^ , P^ devono avere segni eguali; ed osser- 
vando il secondo termine della medesima equazione concluderemo che le P^ , P^ de- 
vono essere entrambe positive ; per cui ci troviamo condotti alla stessa condizione 
espressa con le (28). Risolvendo la (44) rispetto ad /*, si ottiene 

(*») / - - 2(i_,') - 2(1 - .•) 

la quale manifesta che, ritenute positive le P]^ , P^ , saranno negativi e reali i due 
valori della /*. 

Si chiamino — fi , — f\ i due valori della f^ , indicando con /, , f^ due 
quantità reali positive; e si chiamino F, , F, i due valori corrispondenti della F , 
che dovranno dedursi da una delle (43). Le Sp , S» conterranno quattro esponen- 
ziali imaginarii, alle quali potranno sostituirsi le note funzioni trigonometriche reali; 
quindi saranno 

S^ = A, cos/,* 4- A, cos/,< H- B, sen/,t -f- B» sen^l, 

S^= A.F, cos/,i -h AaF, cos f,t -h B.F, scn/,t ■+• B^F, sen/,i , 

ove A, , A, , B, , B, sono quattro costanti da determinarsi mediante, lo stato del gal- 
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Icggiaote quando t == , cioè mediante lo spostamento iniziale. Siccome quando il 
molo comincia, le velocità sono nulle, cosi 

le quali richiedono 

B. = , B, = , 

perchè diversamente seguirebbe Tassurda F, = F,. Dunque i valori delle Sfx , S^ sa- 
ranno dati dalle 

(47) S^ = A,cos/,t H- AaCOs/,1, S, = A,F,co8/,t -f- A.FaCOs/,t; 
ove le A, , A^ si determineranno mediante le 

(48) A. 4- A, = S^ , A.F. -h A,F. = S, . 

É poi chiaro che i tempi t^ , t^ necessarii per battere le mezze oscillazioni si avranno 
dalle 

(49) A.cos/^;; -4- A,cos/,/; = , A.F.cos ^J -+- A^F^cos i; = 0. 

14. 

In terzo luogo formiamo gFintegrali delle equazioni del movimento, ammesso che 
la forma del galleggiante soddisfaccia soltanto alla seconda condizione del n? 10. 
Le (22), (23) diventano in questo caso 

( v— «js;- + G'x = , s;-h p; s^ + w^HI-q» x = o, 

(50) V « 
( S',' + P; S. = 0; 

ove si pose per brevità 

La terza equazione, non conlenendo né X né S^ , insegna ohe il moto rotatorio at- 
torno alla V = cost., ch'è quanto dire attorno ad una retta orizzontale situata nel 
piano di simmetria, succede indipendentemente dal moto verticale e dal moto rotato- 
rio attorno alla fx = cost.; i valori di S, e di ^* sono rispettivamente eguali ancora 
a quelli dati dalla seconda (37) e dalla seconda (38). Le due prime equazioni, es- 
sendo simultanee rispetto alle > , S^ , insegnano che il moto verticale ed il moto di 
rotazione attorno alla ^ji = cost. s*influisconQ a vicenda. Per avere gl'integrali si fac^ 
ciano 

S^ = e^' , X = Fe^' , 
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ove le fy F «ono costanti da determinarsi; risalteranno fatte le sostituzioni 

(51) (/ H- G<>)F - u;/* = , y/£'^Q;F+/ + p; = o, 

da cui mediante Teliminazione della F 

(52) /* -f- (P; 4- Q2' H- G»)/* -h G»P; = 0. 

Affinchè l'equilibrio sia stabile, questa equazione non deve ammettere per f* alcun 
valore positivo e reale; diversamente la y ammelterebbe qualche valore positivo e reale 
essa pure, e le X, S^ conterrebbero qualche esponenziale che crescerebbe col tempo 
rapidamente. Per conseguenza Tultimo termine della medesima dev'essere positivo, il 
che richiede — ^\>^ » 1^ quale ineguaglianza, unitamente alla — r* >d^ relativa 
alla terza (50), costituisce la condizione già dedotta dall'equazione generale delle forze 
vive. La (52) risoluta rispetto ad f somministra 

,„, ^ p: -4- or -^ G' ^ \/\K -^ Qi'-^or - ^^^kì 

la quale manifesta che, ritenuta P* positiva , anche i valori della /* sono reali e ne- 
gativi. 

Si chiamino —p^ , — y^ i due valori della /*; F^ , F, i due valori corrispon- 
denti della F, i quali si deduranno da una delle (51) ; e si sostituiscano alle espo- 
nenziali imaginarie, le funzioni trigonometriche reali risulteranno 

S^ = A, cos/,t -H A, cos/,1 •+• B, sen/i^ 4- B, sen f^t , 

X = A,F, cos/,1 -H AaF, cos/,t -f- B,F, sen/,i -f- B.F, sen/^l ; 

ove le A, , A, , B^ , B, sono costanti da determinarsi mediante lo spostamento ini- 
ziale. Ora, isiccome quando i = le velocità sono nulle, cosi 

B,/. 4- B./. = , B.F,/, 4- B.F./, = ; 

le quali richiedono 

B. = , B3 = , 

perchè diversamente seguirebbe l'assurda F, = Fa . Dunque saranno 

(54) S^ = A, cos/,l 4- A, cos/at , l = A,F, cos/.l 4- A,F, cos^i, 
ove le A| , A, s'intenderanno determinate per mezzo delle 

(55) A. 4- Aa = S^ , A.F, 4- A,F, = X . 

I tempi I* , 1! necessarii per battere le mezze oscillazioni si dedurranno , come è 
chiaro, dalle 

(56) A. CO8/. !• 4- A. co«/a ^; = , A.F, cos/, Ij 4- A^F, co8/,l{ = 0. 
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É noto che il caso consideralo in questo numero comprende i bastimenti d'ogni 
sorta. 

15. 

In quarto ed ultimo luogo formiamo gfintegrali delle equazioni del movimento , 
ammesso che la forma del galleggiante non soddisfaccia ad alcuna delle due condi- 
zioni del n? 10. 

In questo caso le (22), (23) possono scriversi come segue 



(57) ( K-^^^-^ 






ove si pose per brevità 



V' 






7' 



Le (57), essendo simultanee rispetto alle X, S^ , S^ , manifestano che tanto il moto 
verticale quanto i due moti rotatorii attorno alte fi = cost., v = cost. s'influiscono re- 
ciprocamente. Affine d'integrare queste equazioni, si facciano 

X = e^' , S^ = He^' , S. = Ke^' ; 

risulteranno dopo le sostituzioni 

(1 - ttJH - u«K)/ -H Qo = , 

(58) { (/-^Pi)H-^?^'^-^\/^Oi = ^' 

ry^H4-(y^4.P:)K^y/^0; = 0; 

le y, H) K sono costanti da determinarsi. Le due ultime (58), risolute rispetto alle 
H, K, somministrano 



(59) { 
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le quali riducono la prima alla seguente 

ovvero ordinando il primo membro rispetto alle potenze della f^ 

(60) (l-e')/5 4- jP» 4- P; -h or + or - 2eQ« QJ + G»(l-e')}/ 

4- {P^p + p;q;* -4- p;q;' -+- g»(p« -h P)|/* -4- g^p^p; = o. 

Per la slabilità dell'equilibrio nessuna fra le tre radici di quest'equazione dev'essere 
positiva e reale; altrimenti sarebbe positivo e reale qualche valore della /, e quindi 
le X, S^ , Sy conterrebbero qualche esponenziale che col tempo aumenterebbe rapi- 
damente. Ne segue, osservando l'ultimo termine della (60), che le P^ , P^ devono es- 
sere entrambe positive, oppure entrambe negatile. Esaminiamo se queste due quan- 
tità possano entrambe essere negative; e poniamo P^ == — pji » PJ = — j'J» ove p* , 
p\ dinotano due quantità positive. Il primo membro della (60), mettendo invece 
della /*, diventa G'^PjJPJ , quindi acquista un valore positivo; supponendo pl>pl 
e scrivendo p^ invece della /*, lo stesso primo membro diventa dopo le riduzioni 

- .'p'^G" + Pi) - a< Q» q: - Pi q;'(p; - j>;) , 

quindi acquista un valore negativo. Per conseguenza, quando si ritengano le Pj^ , P* 
entrambe negative, la (60) ammette almeno una radice positiva e reale. Da ciò con- 
cluderemo che per la stabilità dell'equilibrio entrambe le P]^ , P^ devono essere po- 
sitive; per cui ci troviamo condotti per un galleggiante di forma qualsivoglia alla 
stessa condizione (28), alla quale eravamo già pervenuti discutendo l'equazione delle 
forze vive. 

So fosse |3® = 0, ovvero e == 0, la (60) diventerebbe 

(61) f+ }p«^.po4.Q«»4.QO>H.Go}/ 

-4- }p;p; -f- p; Q'' -h p; or 4- go(p: -f- vi)\f -f- gop; pj = 0. 

In questo caso è facile il dimostrare che le tre radici dell'equazioni sono reali e ne- 
gative, sempre ritenute positive le Pj| , P^ . Difatto, supponendo P^ > P^ i si sosti- 
tuiscano nella (61) invece della f^ le quantità 

0, -P», -P;, -^oo; 

il primo membro diventa successivamente 

(62) G-p;?:, _q;'p;(P«-p;), QrP:(P;-P;), -•, 

i quali risultati manifestano la proprietà dichiarata. 
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16. 

In generale si chiamino — /^ , — /^ , — /J le Ire radici della (60); H| , H, , 
Bs , K| » K, , K3 i Ire calori corrispondenti delle H, K> i quali saranno dati dalle 
(59); e si ponga per brevità 

+1 •+• +a -f- +3 =2+/» » 

ove ^ dinota una funzione qualunque. Sostituendo alle esponenxiali immaginarie le 
formole trigonometriche reali, saranno 

X =2A^ cos /^ +2^/1 ««"^/^ » 

S. =2A;K,cos/^ 4-2^/|K^»««/^i 

ove le A^ , B^ diventano sei costanti da determinarsi mediante lo spostamento ini* 
siale. 

Quando il moto comincia, le velocità sono nulle; perciò dovremo avere 

Se si ritengono le B^ differenti dallo zero, si conclude mediante Teliminaiione delle 
medesime l'equazione 

H^Ka — HaK, H- HaKs — HsK, -+- H3K, — HjKs = 0. 

la quale dovrà essere identica. Ora, ponendo per brevità 

le (59) somministrano dopo le reduzioni 

w.w.(H.K.-H.K.)= ^f {(q; - .q:)q.' p; - (q:—q*)qìp: }(/?-/•) ; 

ed analoghi valori si troveranno pe*due binomii 

W.W3(H.K,- H3K.) . W,W.(H3K.- H.K3). 
Perciò l'equazione antecedente si muta nella 

W3(/ì -A) + w.(/i -f\) + w.(/| - /!) = 0. 

ovvero 

A(fì-A) + A(A-/l) + AiA - /J) = 0. 

In seguito si metuno successivamente nella (60) in luogo di/* le tre radici — /}» 

Too. I. H*. 4. 1858. 29 
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— /J , — yi ; si molliplichino le Ire risnllanti equazioni ordinatamenle pe* binomii 
/f ~"/s » f\ ~~fl » fi ~~'f\ » ® ^* sommino Ira loro; risullerà 

A(n -A) +fAA ->J) +yi(/: -/f) = 0. 

Quesle due ullime equazioni conducono all'assurda 

{/ì -A) (A -A)iA -A) = Oi 

dunque si concluderà che le B^ devono essere separalamente nulle. 
Avremo per conseguenza 

(63) X=2A,cos/,^ S^ =:2A^^ cos/,^ S, =2A^, cos/,^ ; 

ove le A.p dovranno essere determinate dalle 

Inflne è chiaro che i valori ti, t^ ^ t^ necessarii per battere le mezze oscillazioni 
si dedurranno dalle 

(65) S V<»/. tl=0, 2A^, cos/^« = , 2A^, cos/^.«= 0. 
Pavia, Giugno 1858. 
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JfffilllOIRE 

SUR LA PROBABIUTÉ DES ERREURS DANS LA SOMME 
OU DANS LA MOYENNE DE PLUSIEURS OBSERVATIONS 

PAR LE P. M. JULLIE]^ S. J. 

(Continuazione e fine. V. pag. 155.) 



VI. 

Les formules (25) et (26) soni susceplibles de donner sous forme finìe la pro- 
babilité quc l'erreur dans la somme ou dans la moyenne de plusieurs observations 
reste comprise entre des limiles données, toutes Ics fois que Ton suppose la proba- 
bilité relative de Terreur x, à chaque observalion simple, exprimée par un polynome 
algébrique, et aussi dans plusieurs autres hypothèses. 

Soit par exemple un système de n observations simples dans lesquelles les proba- 
bilités des erreurs diminuent, à mesure que les erreurs augmentent, de quantités pro- 
portionnelles aux erreurs elles-mémes prises en valeur numérique. On aura en re- 
présentant par |3 une constante, et par — a^ ^-a les limites de Terreur possible à 

chaque observation, 

X(«) = l3(a— »), 



j x(^) cos [ - ^ \dx = 2Pa 



• (^)' 



i 



X(x)dx= ^ 



et par conséquent la probabilité relative de Ferreur x dans la somme de n observa- 
tions sera (25) 

Il est utile de remarquer d'abord que cette intégrale a une valeur finie et détermi- 
née. La nature du problème l'exige; et d'ailleurs il est aisé de s'en assurer directe- 
ment; car les éléments de l'intégrale qui répondent à des valeurs iSnies de ^ sont 
tous finis et déterminés; et, quant aux éléments qui répondent aux plus grandes va- 
leurs que puisse recevoir ^ en croissant jusqu'à Tinfinì, si Fon change 4^ ^n • 



%M ANNALI DI MATEMATICA 

tewr somme sera représenlée par l'intégrale singulière 

— I COSI lsm*"l ìjj: rz^àu, 

doni la valeur converge vers en méme temps que la quanlité infinimenl petite e 
Remplaf ani sous le signe | » 2*"8in*" ^ par sa valeur 

2(-. !)• Tcos-n* - •Y'cos.(tt — 1)* -*- ?2Ì^l^zJÌ cos.(n - 2)4» - ... . 

,,^, 2n(2n^l) . > . (n H- 2) _ , . 1 2n(2ii-l) .... {n^ 1)1 
^<-"*' 1.2 ....(n-1) ^*"^2 1.2.. .1» ^J* 

et snbstitnant aux produits de la forme 



i(--4')<iM***4' 



COSI 

la somme 

y se rédoira a une somme de termes tons de la forme 

Or l'integration par parties donne 




tìL (i-r ( - ^•'%'^-*-" -{e-'> 



>008 



l.a.3...(2n-l)) ft_i -1 r /«^,\, df 

D'aprés c^la y est égal è une somme de termes de la forme 



^i"?""' («-*)*** ' 



plus la différence des valeurs que prend pour 4> "» oo et pour {i ss une 
ioaime de termes tous de Fune des Ibivns 



■^n5Fi ' A p 
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où k représente un nombre entier positif qui n'esl poinl nul. 
Or la première somme a une valeur finie, puisque Tintégrale 

est égale à -H~ ou à — ^ suivant que (- dr t j est positif ounégatif. La seconde 

somme s*annule pour 4>»qo . De plus, elle est idenliquement nulle; car, s'il en était 
aatremenl, chacun de ses termes devenant infini pour <J^ «>= 0, la valeur de y seraii 
tnfinie ou indéterminée. On aura donc 



^^ ^""l.a.3...(an— l)2a' 



hW^")""=e-r] 



'( 



-'" "i^^^y Ki^'r-e-ri 



2n(2n— l)...(nH'l) 
i*i0« •••• Il 



ir 



et il fandra prendre dans celte formule le signe 4- ou le signe — » suivant que 
la quantité affeetée du doublé signe sera la puissance d'une quantité positive ou celle 
d'une quantité negative. 

Si Ton représente par ^^{x — na)* la différence finie de la fonction {x — mi)* 
relative à Taccroissement a de x^ et bomée aux termes qui contiennent la puissance 
Ir d'une quantité positive, on pourra écrire 



^ 1.2. 3. ...(2» — l)a*-* 

ear la différence A**(jb — iia)*"~' élant nulle, comme l'on sait, la somme algébrìque 
des termes qui dans la formule (30) doivent élre pris avec un signe contraire è celui 
qu'ils ont dans cette différence est égale è la somme des termes qui doivent étre 
pria avec le méme signe. 

Dans la méme hypotbèse de x(^) "=» ^{^ — x) on a (26) 
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sin^t 



2*«-n C" /x \ 2 



et par un calcai Urat «emblable à cehii qui a fourni la Takar de y, si ce n'est qoe 
la formule (29) est remplacée par la suivaote 

J +«*• '^ 1.2.3...(2n) f, . V .. 



(-»rHl-^>f 



on trouve, en désignanl par A^ une différence finie relative à racGroissemeni a de 
X, dans laquelle on change les signes des lermes qui contienoent la puissance d'une 
quantité negative, 

Ar (X — na)- 



(31) f = 



1. 2. 3 .... (2ft) a 



a« 



Telle est Fexpression finie de la probabilité que Terreur de la somme de n ob- 
servations tombe entre les limites — x et + x (*). 

Ges formules (30) et (31) donnent la loi des probabilités des diverses valeurs que 
l'on peut obtenir en pla^ant au hasard plnsieurs poìnts dans Tintérieur d*un parallé- 
logramme, mesurant la distance de chacun de ces points à Tune des diagonales pa- 
rallélement à l'autre diagonale, et prenant la somme ou la moyenne de ces distances: 
n est le nombre des points, 2a la diagonale suivant laquelle on compte les distances, 

X est la somme des distances, et - la moyenne. 

n 

Il suffit de considérer le cas où x(^) ^st égal à une puissance positive et en- 
tière quelconque de la variable x, pour s'assurer que, dans tous les cas où x(x) est 
un polynome algébrique, les formules (25) et (26) ont pour intégrales des polynomes 
algébriques, qui changent de forme chaque fois que la variable x atteint en crois- 
sant une valeur multiple de a. 

Or, dans le cas de x(^) =^ x* y k étant un nombre entier positif, si l'on nomme 

k le plus grand entier inférieur ou égal à -, et ^ le plus 'grand entier inférìeor 
on égal a — ^ — , on aura 

{*) Cu opérant de la méme maoière lar la formole iotégrale (37) eD retrouTerait fodlement la for- 
mule fiale (16). 
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^ (—1)* ssin.^t» 



I x(^) cosf- « jd«=1.2.3... fei*"**» 



1. 2. 3 ....(*— 2fc) ^^'^ 



<r " (-1)' co..^ 

2t 1. 2. 3 .... (ilt-2fc— 1) ^ 



*~1 



(—1) * 
où il faul ajouler dans la parenthèse le terme ^^, lorsque k est impair. Dés 

lors on voil aisément , qu'en opérant sur cette valeur cornine on a opere dans Te- 

xemple précédent sur — | — , on arriverà à des valeurs de y et de P toul-à-fail 

analogues aux valeurs (30) et (31) , et par eonséquent , telles que nous les avons 
annoneées. 

Quand on suppose la loi de la probabililé de Terreur x à chaque observalion sim- 
ple représentée par 

xix) = Xe-^" , 

comme on le fait ordinairement lorsqu'il s'agit d'erreurs doni on ne connail pas exac- 
tement la probabililé, on a a = ao , 



I cos (^x) I x(x)eo&,^x^x 



y . 



[j;"x(a.)dx]' 



d<f 



D'ailleurs, suivant une formule connue, 



I x(«) C08,^xdX = ^ ofl ^ ' 



et 



X 



do ne 



x(«)dx = A^ ; 



-«*• ..^ P -^'' 



1 f" - tW** P 

= - I cos i^x) e ™ d^* = "7= 



e « 



Telle est la loi de la probabilitó relative , soit de Ferreur x dans la somme de n 

X 

observations, soit de 1* erreur - dans la moyenne, quand la probabililé de l'erreur x 
k chaque observafioo est proportionnelle à erf^'^, On voit que la loi de la proba- 
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bflilé des eireun est la méme dans nne observation simple, et dans la somme de » 

obsenrations oa dans leor moyenDe« si ce n'est que le paramètre fi relatif à ime ob- 

gervatioD simple devient dans la somme -j~ , et dans la moyenne fi^n. D s'ensnit 

que si fon prend ce paramètre poor mesmv de la précision des obsenrations, la pré- 
cision de la somme de plusiemv obsenrations sera inversemenl proportionnelle è la 
racine carrée de leur nombre, et la précision de la moyenne sera proportionelle è la 
racine carrée da nombre des obsenrations. 
Cette propriété dont jooit la fonction 

X{x} = en^^ X const. , 

de reproduire une fonction de méme 4orme poor représenter la loi de probabillté des 
erreurs dans la somme de plusieurs obsenrations, est évidemment commane à tootes 
les valeurs de la fonction x(^) <|ut peuvent elles-mémes étre considérées comme re- 
présentant la loi de probabilité des erreurs dans une somme d'observations» poar eha- 
cune desqtteiles la probabilité des erreurs suit une méme loi indépendante de leur 
signe. 

Or chaque observation, dans laquelle la probabilité de l'erreurd? est proportion- 
nelle à ìT^'' f peut étre considérée, au point de vue de la probabilité des erreurs, 
comme la somme d'un nombre iuGni d'observations simples dans chacune desquelles 
on a commis une erreur inGniment petite, toujours la méme en valeur absolue, mais in- 
différemment positive ou negative. En effet, si l'on nomme A| le coefficient de x* dans 
le développement de la puissance 

ott a la relation 

2t 4-a 



A# — Ai^ji = A|, 



+•»-»• 



/ 



puis, fiiftant crottre n indéOniment, et posant 

A, =3 y et iàx »» x , 
il vieni à la limite 

dy 2x -h ^àx 2xu 

&x ^nàx — xàx ndx 

équation dont l'intégrale est 

y *= €r*^ X const., 
qaand on pose 

F 
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VII. 

La méthode doni j'ai parie dans ces dernien paragrapbes peoi étre employée avec 
suceès pour détenniner la loi de probabilité de la somme oa la moyenne de plu- 
sieura observaiions, lorsqoe dans chaque observation simple la probabilité des divers 
réanltats possiblea dépend non senlement de lenr valeur namériqney mais encore de 
lear signe, suivanl une loi donnée. 

Pour donner quelqu'exemple facile, je suppose que le resultai de chaque obser- 
vation simple soil essentiellement positif, et puisse varier entre les limites et a. 
Dans ce cas il est aisé de voir que la probabilité relative du résultat x pour la somme 
de n observations, sera donnée par la formule 



1 i'H^*)Uy^'^^*'~' "^ 



d<f 



ica 



[Xx(.)dx]" 



où l'on doit réduire le second membre à sa partie réelle; et par conséquent, la pro- 
babilité que cette somme est inférieure a x sera 

[Xx(«)d.]" 

le second membre étant toujours réduit à sa partie réelle. Ces formules donnent la 
solution du probléme suivant : Plusieurs points sont placés au hasard à Tintérieur d'un 
cercle ou d*une sphére, et Fon prend la moyenne de leurs dislances au centre. Quelle 
est la loi des probabilités des diverses valeurs que peut admettre cette distance mo- 
yenne y et quelle est la probabilité que cette distance moyenne est inférieure è une 
quantité donnée ? 

Soient n le nombre des points, a le rayon du cercle ou de la sphére, y la pro- 

X 

babilité relative de la valeur - et P la probabilité que la distance moyenne est in- 

X 

férìeure à -. 
n 

Dant le cas du cercle on a 

X(«) =- Ax , 

d'où il résulte, en ne prenanl que la partie réelle des intégrales, 

Tom. 1. N*. 4. ISM. 30 
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Dans le cas de la sphère on a 

x(x) = Ax* , 

i/o rv^^. 

et par conséquent, 

^-Tj. -r-l ^^=T J '*' 

les inlégrales élant toujours réduites à leur partie réelie. Ges valeurs de |f et P peu- 
vent se mettre sous forme finie et algébrique. 

VII!. 

Je termine par un remarqae relative au calcol des intégrales définies, qui se pré- 
sente naturellement à la suite de ces calculs. 

La méthode employée au paragraphe VI pour le calcul de l'intégrale 



iH*)v-T 



ism|Y 
(32) I cosl- + )\ — — /d+ 



fait trouver aisément la valeur d*intégrales d'une certaine classe* dont quelques unes 
sont assez remarquables. Ainsi soit propose de calculer l'intégrale suivante, considérée 
par Laplace, 



U =jnr-?eo8(«_g)(5!ll)"d«, 
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rn 
dans iaquelle — représente une fraction positive moindre quo Tunité. On observe 

d'abord, comme on Fa fait pour rinlégralc (32), que la quantilé U est flnie et de- 
terminée. Puis écrivant celle quantilé sous la forme 

U = cos-~ I =- co8(«c) sin" re da; -f- sin -zr-- I =- sin(«c)sin'' x dx , 

et rempla^anl cos(za;) sin*x et 8in(2ac) sin"x par leurs développements, qui soni dans 
le cas de n pair 

,^ (cos.(n 4- %)x rcos.(n— 2 -h %)x \ , .,/cos.(n — 4 -*- s)« 

2^^ i T) ( 1.2 ) 

f -+-cos.(»— j)« [ 4-cos.(n— 2 — %)x) ( -f- cos.(n — 4-~j)«| 



-f- ( — 1) ^ ^ t: COS. %X 

fi 2 

2 



et 



. ..Tlsin. (n -f- x)« (sin.(n — 2 4- «)« ) , .jsin.(ii — 4 4- i)« 
( — 1)* \ n\ / n{^ — \)\ ' 

2* i T) \ 172 j 

f — sin.(n— x)» ( — 8in.(n — 2 -—»)«) ( — 8in.(n — 4 — »)« 

. n(n-l) ... (I 4- i) , 

-+- (—1) ^ '- - Sin. 2S 

l.J....- j 

on voit que U est égal à une somme de quantités de la forme 

. niTT f" 1 . . HITT f" 1 

A/Cos— I — — ^os.(ii~2i4-a;)a5da:4-A^m--— 1 ;7-sm.(n— 2i+2)a;dd; 

* X 

(33) ( 

■f- A|COS-^ I ---cos.(n— 2t— a;)aHlaj— A,sm— - 1 ;^sm.(n — 2i— z)xdrD 

ti 
où t représente un indice qui peut recevoir les valeurs 0, 1, 2, . . . , -, et A^ est 

un coefficient numérique fonclion de i. On intègre par parties chacune des intégrales 
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ci-dessus, jusqu'à réduire la paissance de x qui figure aa dénominateiir sous k si- 
gile I a «T * Alors les termes dégagés do signe L additioonés ensemble poar Umtes 

les valeurs de »» doivent faire une somme nulle quand on y donne è « les valeura 
limites 00 et 0. En effet, ces termes sont toos de la forme 

*-»-i^ COS. 

X 

k élant un nombre entier positif^ et B^ une constante; d*oà il résolte d'abord que eha- 
chun d'eux s'annule pour x = oo ^ et qu*en outre» si leur somme n'étaìt point nulle 
pour X e= O9 elle serait infinte on indéterminée. Or ceei ne peut pas avoir lieo , 
puisque d*une part l'intégrale U est finie et déterminée, et que de l'autre la somme 
des termes qui après l'integration par partks contiennent encore le signe / estéga- 
lement finie et déterminée, comme nous le verrons bientót. 
En se bomant donc à ces demiers termes on trouve 

p cos.(«~atrfcs)x^ (—1)* («-a» rfc X)- pcos.(«--a»=t=»)x 

pnn>(«— at:irs)x ^ (- l)^(«-at =fcx)- psin.(«-a>db»)x 

■^ •"" ={-t)(>-tH--?)-'- '° 

Eafin, ù roB remplaee les intégrales des seconds membres par leors valenrs oonmies, 
à savoìr 

sT (« — it zìi «)■"* 

is rfi — —) par sa Talevr 




<-t) 



r(,H.^)-.=.. 

OB lro«Te f«e la soms des q«atre tcnMS {ZZ) cai 
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^ (-i)'«(f.-ai-+-«r'*'^ 



(•+tX'*tH— -=«•*=•) 



)1 s'enrait qiie dans k cas de n pair 



[' 



IT I (m- «) ' — j(«— 24-») H.-ij_J(n- 44-») 



'•• •< 



u=« 



18. ? * J 



Dans le cas de n impair, la valeur de l) serait : 

(m-») • —^(11-24-») • 4-Y2-^ («-*-*-») " — .... 



1.8 -— -• 



V 



(•*tX'-^t) (■ + '■<- tK'-^t) 



2-I1 4- 



GoUége Romain, Janvier 1858. 
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SULLA DETERMINAZIONE DEI COEFFICIENTI DELLA TRASFORMATA DI TSCHIRNAUS: 
APPLICAZIONE ALLA RIDOTTA DI JERRARD DELL* EQUAZIONE GENFJiALE 

DI QUINTO GRADO. 

NOTA 



BEL. PROF. GIO. LAVAGNA. 



La recente scoperta del chiarissimo Geometra Sig. Hermite, che esprime per fun- 
zioni ellittiche le radici dell'equazione trinomia 

(1) y»-y-fl=0, 

alla quale forma semplicissima il Sig. Jerrard ha dimostrato potersi ridurre 1* equa- 
zione generale di 5? grado mediante una sostituzione dipendente da soli radicali qua- 
drati e cubici, m'ha eccitato ad eseguire un lavoro, di cui m'avventuro ad esporre 
l'andamento, dal quale risulta come caso particolare la determinazione dell'ultimo ter- 
mine a della ridotta di Jerrard. 

I. 

La trasformazione di Tschirnaus d'un equazione di grado n a coefficienti qualunque 

(») «" -*- Pi«"~* -f- p,»— * 4- . . . -H |i^_, » -f- p. = 

in un altra, ogni radice y della quale sia una funzione razionale ed intera 

(y, «)**' y = Co -f- a,« -H a^x* -f- . . . a*** 

a coefficienti indeterminati Oo , a. , ... Oj^ d'una corrispondente radice x della (x), é 
noto che conduce a un equazione 

(y) y" -*- 9«v""' -+- 9ay""" -+-... -f- g,«, v •+• g. = o 

dello stesso grado n, i cui coefficienti sono funzioni razionali intere e omogenee dell* 
indeterminate a^, a, , ... a^ d'un grado designato dall'indice dei medesimi. 

Per una via tracciata (Y. Serret Cours d'Alg. Lep. Vili) si possono esprìmere 
in funzione di p, , p^ , . . . p, , ao , fli , ... a* le somme S^ delle potenze simili 
di grado m delle radici della (y), per mezzo delle quali somme si determinano colle 
formule di Newton i coefficienti g, , g^ , ... 9» di quest'ultima equazione. 

Onde semplificare e compiere la ricerca mi sono discostato da una tale via : e 
considerata siffatta trasformazione in riguardo al problema della disparizione dei pri- 
mi p termini della {y) che seguono y*, la quale è noto ridursi a soddisfare mediante 
le indeterminate Oq , a, , a, , . . . le p equazioni 

(2) S, = , S, == , . . . S^ = 0. 
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mi sono primieramente proposto « d'assegnare l'espressioni delle somme S^ in modo che si 
prestino immediatamente alla eliminazione di tto , mediante l'equazione di 1? grado S,aO: 
di dare l'equazioni più semplici alle quali le (2) si riducono in virtù della simul- 
taneità loro: e d'assegnare le espressioni delle somme S^^, , S^^, »... scevre da 
Uq e sempliiScate dalle (2), come pure quelle che ne conseguono per i coefficienti della 
trasformata (y) ridotta alla forma 

n. 

A raggiungere lo scopo ho stabilito e applicato le seguenti formule. 

Sia X una funzione arbitraria di x, che supporremo per semplicità avere un sol 
valore finito e determinato corrispondente ad ognuno degli n valori finiti e determinati 
^1 > ^a » . • . ^« arbitrariamente attribuiti ad x : abbiasi la relazione 

y = tto 4- X, 

essendo Oq una quantità qualunque indipendente da dp : e rappresentino S^ e S(X') 
le somme degli n valori delle potenze |f~ e X' corrispondenti a x^^x^ , =x^ » * • • » 



= «« 



Se sviluppata l'equazione 

y- = (ao 4- Xr 

per m numero intero e positivo vi sostituiamo a?, , a?, » ... x^ successivamente in 
luogo di Xj e sommiamo le n equazioni risultanti, si trova la formula 



(3, S, = «a: + g ^^ ■ ^ ^<y_*^, ^ 1) «r S(X') • 

Sommate le n equazioni nascenti dalla medesima sostituzione successiva di x^ , 
^s 9 . . • ^« in luogo di X nello sviluppo dell'equazione 

(» - a.)" = X" , 
e posto per brevità, qualunque sia l'intero positivo t, 
(4) n(- a„)' - S(X') = A. 

s'ottiene la formula 

(5) - A. = V ^..^~v;r-".^! .. < s, 



- (_i)^r(m-f-l) 

^ r(i -I- 1) r(m — I -f- 1) ''"' 



Finalmente sommando con quest'ultima equazione tutte quelle che se ne deducono 
per m cambiato successivamente in m — 1 , m — 2 , m — 3, .... 2, 1 ordinata- 
mente moltiplicate per 
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m{m ~ 1) m{m— l)(m — 2) m(m-- 1) ^., 



•o. 1.2 -•' 1-273 •' 172^ • * '^^ 

e Oflsenrtiido che il secondo membro di della somma, atlesa la dispariiiooe dei ter- 
mini cootenenti Sg , S, , . . . S«., si riduce semplicemente ad S^ » scritti i termini 
del primo membro in ordine inverso, e cambiati i segni trovasi la formula 



-H l)r(m - t -H 1) 



(6) -S»=^ r(»_'_ 4ìr/^_ i ^Mx ^'^T*' 



Per applicarle al caso nostro, supponiamo che si abbia nelle precedenti formule 

(7) X =a,« -h a,«* -h . . . -h a* «• , 

e che X, , x« , . . . dP. siano le radici dell'equazione (x) : le quantità S» rappresen- 
teranno le sonipie delle potenze simili di grado m delle radici dell'equazione (y) ri- 
sultante dall'eliminazione di x fra l' equazioni (x) e (y, x)*: e siccome le funzioni 
simmetridie e razionali S(X') delle radici della (x) , per cui s' esprìmono k somme 
S« , si determinano in funzione di p. 9 Pa > •••• a, , a« , .... a^ ne conseguirà la cor- 
rispondente determinazione delle somme S» , e quindi quella dei coefficienti della (y) 
in funzione di Oq , a, , .... a^ , p^j p^ , .... dalla quale per ora prescindiamo. 

ni. 

La disparizione dei p termini 2* , 3^ , .... (p + l)esimo dell'equazione (y) dipen- 
de dal soddisfare mediante l'indeterminate Oo , a, , a, , .... le p equazioni 

(8) ^, = , ^, = , . . . ^, = , 

il cui sistema come si é notato è ridotto dalle formule di Newton al sistema (2). 
Ma fatto m=: p neHa formula (5) viene essa ridotta a 

-A,=S, 

daD'equazioni S^ = , S, = , ... S^., = : dunque in virtù delle (2) si ha A|=0 
per ogni valore di i compreso fra 1 e p inclusivamente. Viceversa supposte l'equa- 
zioni simultanee 

(9) A. = , A, = , A^ = 

apparisce dalla formula (6) die si ha S^ =» per ogni valore di m compreso fra i 
e p inclusivamente. Pertanto le (2) traggono seco le (9) e reciprocamente : cosicché 
la riduzione della (y) alla forma (y)^^ dipende dal verificare mediante 1' indetermi- 
nate 0^ , a, , a« , ... l'equazioni (9) più semplici delle (2) , in quantochè ciascuna 
equazione A, = è il residuo della corrispondente S, = prodotto dalle sue ante- 
cedenti nel sistema (2). 
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n daUe (5) e (4) 

— A, = S, = iWo 4- S(X>, 
requaiione A, = somministra 

(10) a^ J S(X) ; 

e ponendo 

(li) S(X) - n-' S(X') =. U, , 

la sostitiisione dei valore precedente di a^ nell'espressione (4) di A, produee 

(18) A,=jjìr.U,. 

Laonde adoperata la prima eqnasione del sistema (3) per eliminare a^ dalle susse- 
l^oenti» le p — 1 equazioni che rimangono a soddisfarsi sono 

(13) Uà « » U3 = , , . . . U, « 0; 

collegate dall'equazione continua 

(14) S(X) = •nSjry^ {rn'S(X^) = . . . = ^ii^«S(X') 

La formala (6), annullati dalle (9) i primi p termini, sostituito il valore (10) 
di «o» ® >1 valore (12) di A,, si riduce a 

(15, -s,=4^f <-v;7<'"-^*) , v.m 

^ ' nT'^ZàTit 4- 1) T{m — t -4- 1) * ' 

la quale formula fornirà le espressioni di S^. , S^^ , . . . . semplificate dalle con- 
dizioni (9), e scevre da ùo . 

Ogni coefficiente q^^ , 9p^»9 • • • 9« yiene dato per quelli che lo precedono dalla 
formula 

(16) fc^A = — S* — q^t S*...^, — q^^^ S^.^, — ... — ^a»^«, S^^, , 

residuo della formula generale di Newton prodotto dalle equazioni (2) e (8); e se ne 
rileva semplicemente 

(17) 9* = - J S* 

per ogni valore di h compreso fra p -4- 1 e 2p -4- 1 inclusivamente. Tutti i coe^ 
fieìenti della (jf)^^ si possono d'altronde avere immediatamente espressi in funzione 
^ 8>^i » 8p4^ , . . . . introducendo le condizioni (2) nella formula nota ( Y. Serret 
Covra d'Alg: Note II) per cui ogni coefficiente q^ d*un equazione (y) s'esprìme im- 
Tom. 1. R*. 4. la^ 31 
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media lamente in funzione delle somme S| , S, , . . . S^ : cosi si ha insieme colle (2) 



(18) q^ =2 



p^ì) V P4-2; V h) 

r{\^u -h i)r(x^. 4- 1) . . . r(>, ^ i) 



ove il segno ^ deve estendersi a tutti i valori interi positivi o nulli degli espo- 
nenti che soddisfano l'equazione 

(19) ip + ì)\+, -h (p 4- 2)X^^, H 4- fcX* = fc. 

IV. 

I resultati nel paragrafo precedente sono indipendenti dalla forma della funzione 
X, e richiedono soltanto che sìa algebrica e razionale in x^ indipendente da Oq * e 
dotata d* un sufficiente numero di coefficienti indeterminati per soddisfare l'equazio- 
ni (13). 

Nel caso nostro in cui X ha la forma intera (7), denotate con s, , s,,... s, , ... 
le somme delle potenze simili delle radici della {x) , e rammentando che se f{x) 
rappresenta una funzione razionale ed intera di Xj tale che abbiasi f{0) = , la 
somma SJlx) estesa a tutte le radici della (x) s'ottiene sostituendo in f(x) ad ogni 
potenza af la corrispondente somma di potenze simili S/ , comporremo immantinente 
le formule 

(20) S(X) = 5, a, 4- «a a, 4- . . . 4- «* a* 

(21^ sm'~V r(t 4- 1)^' 5/ ... /; ... 

(21) b(X) -2àriL 4- Ì)T(L ^- ÌU.TIL ^ \) ""^ "*» 



H 



«* 



Tli 4- 1)« 

<^^) ^(^^)=2 r(^-^i)r(^4-i):.T(.-.Vi) <^- 



a* 



*k 



(23) u.=sa^' «•>:-...«:* 

avendo fatto per brevità 

m 'hi)( s": 5;» ... 5^ - «-' 5 ^ A 

mix 4(0 V U+lt^+ , . . +KUJ 

* ^ \ ,•,,...••*" r(t. + i)r(i. 4- 1) . . . r(è* 4- 1) 

nelle quali formule il segno £ deve estendersi a tutti i valori interi positivi o nulli 
degli esponenti che verificano la condizione 

»i 4- ta 4- . . . 4- è* = t 
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La fonnula (23) serve ad esprìmere immediatamente le equazioni (13) in fun- 
zione di 5x ,«,,... tti , a, , ... a^t ; per le quali quantità viene espressa S^ dalla (15) 
eoi sussidio delle (21) e (22); mentre le (17) e (18) forniranno le espressioni cor- 
rispondenti di g^^., , q^j^2 9 ••• 9« mediante la (15)« 

Y. 

Ogni radice x della (x) s'esprime in funzione razionale d'una corrìspondente ra- 
dice y della sua trasformata (V. Serret Le^. YUI) da una formula, la quale tenuto 
conto delle (8), si è 

1»» yi ^ nir-'4-(n^lH.l)g^^.jr"'~'-+--H2g,..y^-gi.-. 

Le espressioni delle derivate -^ > • • • -^ s'ottengono differenziando rapporto ad a, 

wii da, 

l'equazioni di Newton, considerandovi S, , S^ , . . . ^i > ^a > • • • <^oiiic funzioni delle 

variabili indipendenti a^ ^a^ ^ , , , a^ , e a differenziazione eseguita tenendo conto 

delle (2), (8) : cosi si perviene a costruire la formula 

^ ^ da, h da, ■*"fc— 1 da, 2(fc — 2) da, 

_, ^i±i dS 



('^-P-1)(P4-1) da, 

la quale coesiste colle (2) per tutti i valori di h compresi fra 1 e 2p 4- 1 inclu- 
si vamente, a condizione di sopprimere i termini in cui S comparisse con indice nullo 
negativo. Ometto per brevità la formula generale di tutte le suddette derivate, che 
si comporrebbe direttamente differenziando rispetto ad a, quella da cui si è dedotta 
la (18), e introducendo nel risultato le condizioni (2). 

Le espressioni delle derivate v-^» t^i — da sostituirsi in quelle di r^ -—*. gì 

da, da, ^ da, da, 

desumono dalla formula 



(26^ ^^--^ (- ì)"^ r(m -h 1) dS(XO -— 

da, ^ r(t -M)r(m - * -t- 1) da, ^^^^ 



che si costruisce differenziando rapporto ad a, la formula (3), e sostituendo nel re- 
sultato il valore (10) di a^ : mentre si ha dalla (22) 

. c/vii *i r(t 4- 1)» 

da, ^ r(i, + i)r(.-, -h 1)... r(f, -H 1) "■ "» "' 
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¥L 

Le iioaiHità U/ , ^ , -r — t q^ » ^^, rìfaltaBO daO'cfpotle fonMle ftmioat 

liouali iotere e omogenee rispetto ad a. , m^^ .. . a^éù respettÌTÌ gradi i, m, m — 1, 
hf h— i f ì eoeffieiei^ dei em temiiii mpnm per «. t *» » — *> p o tr ebbe r o eoaver- 
tire eoOt fomnila di Wanog' in ^ttrettante ftmioat immediate di p, , p. , . . . p^ . 
Non mi trattengo so tale aoetitiifiooe non neeeaaria al mio attnale aeopo : ma im- 
maginandola eaegoita mi limito ad oaaenrare, cbe sieeome la aonama ^ eontieae pf 
ed é di grado X, aeorgeri dallispeiione deDe formule cbe ogni coeffieiente neUe sud- 
dette fomioni omogenee eonlerri una potensa di p^ con esponente ^ ^oale alla som- 
ma degli indici rispettivamente moltiplicati per gli esponenti dei Citlori a del termine 
a coi esso qipartiene. Laonde se assumessimo il primo termine della {x) con un coef- 
ficiente Po t ciò che indurrebbe a cambiare neUe sorraesposte formule Pt ^ p» » ... p. 

in^» ^9 *••• 9 £^9 dgni coefficiente nelle medesime sarebbe una fnnsione raiio> 

P9 Po Po 

naie omogenea di p^ , p, « . . . p« di grado fi, definito come sopra , alfetu dal de- 
nominatore p( , e riducendo tutti i termini al medesimo denominatore» ognuna delle 
suddette fonziooi U«« S^ « • * * • intere e omogenee di grado X in generale, rispetto ad 
a^ f a^f ... a^ sarebbe omogenea anche rispetto apo » Px « ... p« di grado lei espresso 
dal prodotto di > per il massuno indice delle a , e affetta dal denominatore generale 
pf , essendo leX il massimo valore di fi in una tale funsione. 

vn. 

Le esposte formule sono preparate ed hanno luogo per i valori di a^ , n, » — die 
soddisfano le equazioni (13), le quali dopo il Sig. Jerrard si risolvono per radicali 
quadrali e cubici nel caso di k= if e p =ss 3 : cosi la-questione completamente so^- 
tubile che pasM a trattare si è la riduzione dell'equazione {x} coDa disparizione di 
tre termini aDa forma 

la relazione 
iy t^Y^ f «= ao -H a. « 4- a, «• 4- 03 «* -H a4 «♦ 

Fatto ik « 4 nelle formule (20), (83), (24) si ha 
(28) SQL) « », o. 4- «, a, -H- «3 03 -H- «4 04 



(29) 



^^ <i » ♦« » «s » •4 
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e il sistema (13), nel caso di p «a 3, $ì riduce elle due equazioni di 2! e 3! grado 

alle quali bisogna soddisfare mediante le quattro indeterminate a, , a, , «3 , a^. 
Sviluppata la prima di esse eolia formula (89), (t ««2), si ha 

U. *= *i«I 4- 2fr,a,a, 4- 2630,03 4- 2640,04 4- MS -H S^«a«as 4- 26,0,04 

4-6»o; 4- 26,^^04 4- 6,oaI = , 
ayendo fitto per brevità 

6, « #; - flS, , 6, ~ «,«, — IM3> *s =» «1*3 — «4 • *4 =-*i*4 — «Ws I 
65 ««; — «4» *•= Ms— «Ws» *7 =M4 — «"et *»«*»J— nse, 

Eseguendo la nou trasformaàone (V. Serret, Goiirs d'il^. Note Y) della (ùnsione 
omogenea U, di secondo grado a quattro indeterminate nella somma di quattro qua- 
drati di iànsioni omogenee lineari, si ha identicamente 

/«At IT /6,o, 4- Ka» 4- h^s 4- 6404\ * /c,o, 4^ C3O3 4- C40 4\' 
(30) U. = ^ ^^ ) 4. ^ ^^ J 

«nw ù è poMo 

e, — ^ — .e, — jp— .«4 — tr"''*'° ». • 

6, fr, c, e, 

c>c, — ci djds — d; 

Os = , «4 = T 

Ca «3 

Pertanto la U, =: è soddisfatta dalle due equazioni che s'ottengono eguagliando 
«eparatamente a zero per esempio la somma dei primi due quadrati e quella dei due 
ultimi nella formula (30), le quali equazioni, messe sotto forma lineare mediante Te- 
«trazione della radice, danno per due quantità come o, , 03 i valori 

(31) a, = «o. 4- P04 , 03== 704 

avendosi 
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- ft, =fc v^v^^ — di =«= y/à^K ' v^^ 
« = K ' '- ^T 

*i e, da 

e scorgesi che a, ^, y sarebbero quantità reali qualora s'avesse b^c^ < 0, d^fi^ < 0: 
d'altronde l'ispezione della (30) dimostra, che quando i quattro coefficienti ò, , e, , 
di 9 64 risultassero due positivi e due negativi si potrebbe soddisfare la U, = me- 
diante due delle quantità a, , a, , 03 , a^ date per funzioni reali lineari omogenee 
dell'altre due rimanenti arbitrarie. 

L'equazione U3 == sviluppata colla formula (29), (t =s 3) diventa per li so- 
stituzione dei valori (31) di a^ , a^ 

(32) U3 = AaJ -4- 3BaJ a^ -h 3Ca, aj 4- DaJ =0 
avendo fatto per brevità 

A = («; — ii*»3) «* -+■ 3(«j «a — «"«4)«* -h 3(», «5 — n*«5)a 4- «; — «'«« 

B = { («J — n\)fi 4- (sj<3 — «*»5)r -^ *f «4 — »% {«' 

4- 2{(sjs, — 11**4)13 -H (5,»,<3 — n\)y -H «,5,54 — n^Sy^a 
-f- («, «; — n*»5)l3 -H («J 53 — n*5y)y -I- «J «4 — n**» 

C = U«! - «'*3)r H- 2(5; S4 - ii%)l3 4. 2(«J «3 - «'15) Py 

4- 2(5,<3»4 — '***8)y 4- («1 «J — »**7)/ -+- «1*1 — nWa 

4- (<f «a — n"«4)P" 4- 2(s,«,<4 — n\)^ 4- 2(5,^3 — n\)Py 
4- 2(5,5354 — «"ajy 4- (»a»J — n\)y* 4- »a»J — n*5,o 
D = (5j - n's3)l3' 4- {(«? *3 - n*55)y + «J *4 - «**6lP" 

4- {(«, 55 — «%)/ 4- 2(5,«3«4 — n\)y 4- »,«J — ti\}|3 

-+-(»; — n\)y^ 4- («J 54 — «•5,0)7* -H («3«I — «*«.i)r "+- 5; — n'«„. 

Determinate le radici x. , 2, , 23 della equazione di 3? grado in % che s'ottiene 
ponendo nella (32) a. ^= 204 , le cui espressioni ometto per brevità, bastando l'equa- 
zione medesima a definirle, sostituisco nelle formule (28), (29) i valori 

(33) a, = («z 4- P)a4 , a, = za4 , a3 = 7O4 

di a, 9 a, , 03 provenienti dalle (31), (32), nei quali % rappresenta indifferentemente 
una delle tre radici anzidette, e posto 

(34) W = 5.(<Ki; 4- (3) 4- «a* -H «sy -*- 54 
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(35) ^'=saj:,,,.,,,,^(« + «s'-/' 

si ha 

(36) S(X) = Wa4 , U, = Y, <. 

Pertanto la formuìa (15) relativa al easo di p = 3 diventa per la sostituzione 
dei valori (36) di S(X) e U, 

i\t\ <; _ <C ^ (--l)"^r(m4-l) TI wm-^ 

(37) -" ^- -;r=^2àr{i^ 1) r(m - • -M) ^'^ ' 



da coi» iMsendovi successivamente x =s 2, , = 'a 9 '^ >3 si traggono tre espressioni 
della somma S. correspettive alle tre radici deUa (32). 

In virtù deUe formule (17), (18), (37) i coefficienti della trasformata (y)<'> si 
sueoadono coHe seguenti espressioni 



ai „ a» 



«4 = 4^^, , g,==^(V,-.5Y,W) 



,T 



«, =^(V, - 7V.W + uy,w-^ 35V4W») , 

i coefficienti gg , 99 9 ••• ^« presentano una legge meno semplice. 

Della quantità a^ rimasta indeterminata si può disporre a piacimento. Yalefldo- 
sene per ridurre a una quantità e presa arbitrariamente uno dei coefficienti per es: 
g^, si rileverà dalla prima delle suddette equazioni 

(38) **^V"vr 
e quindi 

(39) ,, = c, ,,==4c(^-w)y/^. q, 

PoBNldO 



•,r(t + i)$ 
(40) P, -2/r(i. + i)r(f. + i)r(i, + mh + D^ ■*" ^^ 



«•y-, 



le derivate 7-^ ri determinano dalla formula 
da, 
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<**> di:-** J^r(ì-|.i)r(m-.-4.t)^'^'^ 

che è una conseguenza deUe (26)» (27), (36)» (40). 

dS 
Sostituite le espressioni (37), (41) di S,» , e t-^ in quelle ehe si deducono coibe 

da, 

sopra dalla (25), e dalla formula generale delle deriyate -^ * • • 7^, si ottengono le 

da, da, 

espressioni di quest'ultime da doversi sostituire nella (x, jf)^' relativa a p »= 3 che 

esprime x per mezzo di y. 

Attesi i doppi yalorì generalmente inunaginaij coniugati di «e^ ^, 7, le radici s, , 

z, , Z) e le funzioni Y| . W*~^, P| , a^ , ^^ che si riferiscono a ciascuna di esse , 

da, 

prendono dopo le riduzioni la forma A d: B ^ — i. Pertanto s'ottengono tre coppie 
di trasformate {yY^^ a coefficienti immaginari coniugati , e altrettante coppie di for- 
mule corrispondenti (x, yY^^ correspettiye alle radici anzidette. Ciascuna delle sei for- 
mule distinte rappresentate indifferentemente dalla (x,y)''^ mediante la sostituiioiie 
successiva in luogo di y delle n radici della corrispondente trasformata fyY^\ fornirà 
per Xf prescindendo dall'ordine di presentazione, i medesimi n valori , che sanuroo 
le n radici dell'equazione (x). 

Cosi è pienamente risoluto il problema della riduzione dell'equazione generale di 
grado n a forma mancante del 2?, 3!, e 4? termine, e della determinazione delle 
radici della (x) mediante quella della sua trasformata (y)^'^ 

A compimento della ricerca in vista delle applicazioni numeriche ho ridotto nel 
modo ordinario alla forma A =!i B ^ — i le radici z, , z, , Z3 della (32) e le quan- 
tità che come sopra ne dipendono. 

Yin. 

Applicando ora l'esposto metodo all'equazione generale di 5* grado 
(42) »* -*- p,«* -♦- p, «* 4- P3 «• -h P4 « 4- Ps = 

se n'ottiene in virtù delle (39) la trasformata a tre tennini 

la quale, fatto e =« — i, si mette sotto la forma (1) di Jerrard, e si ha 
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In yirtù della (x, yY^\ (25) la formala che dà le radici x della (48) mediante le 
radici y della rìdolla di Jerrard si è 

dS, ^ 1^-^.1^». 1% t dSs dS, 
da, ^ "^ 2 do. ^ 3 da, ^ 4 da, ^ "^ 5 da^ da, 

i cai coefficienti si desumono dalla seguente 

dS. /-4V^ ^ (-1)--' 5'- r(m 4- 1) p^ y^ 



4 V5Vj 




da, \ 5V4 / Zi T(i ^ 1) r(m — t 4- 1) 



che si trae dalle (41) e (38) facendovi ii = 5, e c= — 1. 

La funzione a» benché pienamente determinala dalle funzioni mediate V4 , Vs , W 
di Pi 9 Pa 9 P39Pk»Ps9 date dalie (35), (34) per n^S, lascia tuttavia a desiderare la pro- 
pria espressione per quelle funzioni dirette dei suddetti coefficienti, le quali non solo la 
rendessero il più possibile concisa ed elegante, ma che per le proprietà loro caratteristiche, 
e l'impronta che ritenessero dell'equazione (42) meglio definissero la natura algebrica del 
parametro a, rendessero per cosi dire visibile la correlazione intima fra l'equazione che 
si trasforma e la sua trasformata, e permettessero di spingere fin là dove può giun- 
gere l'analisi algebrica della natura delle radici dell'equazione di quinto grado. A que- 
sta ricerca sento almeno il desiderio se non la forza di provarmi : frattanto siccome 
una espressione già determinata di a, le funzioni U/ , Yj , W riguardate come sog- 
getti da trasformarsi, potrebbero forse tornare utili alla medesima, mi sono avventu- 
rato a renderle di pubblica ragione; considerando eziandìo che questa mia risoluzione 
del problema darà almeno un maggiore risalto a quella sotto il punto di vista alge- 
brìeo perfetta che si trovasse per altre vie da valorosi algebristi, non senza un utile 
4XHifronto circa l'indole dei metodi impiegati. 

Pisa 27 Giugno 1858. 
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SULLA SOfULTANEA TRASFORMAZIONE DI DUE FORME QUADRATICHE. 




(Mooatibericbt der Akadeinie za Berlin. Man. 1858). 

1? 11 problema della simultanea trasformazione di due forme quadratiche , cioè 
della trasformazione di esse mediante una stessa sostituzione lineare, fu già scopo alle 
ricerche di Jacobi e di Cayley (*). Il Sig. Weierstrass, nel lavoro annunciato sopra, 
considera nuovamente questa importante questione, e la risolve anche in un caso non 
contemplato da quegli autori. Crediamo opportuno nel render conto dei risultati ot- 
tenuti dal Sig. Weierstrass di far conoscere in molta parte anche l'analisi per la quale 
giunse ai medesimi. 

Sì considerino le tre forme quadratiche ad n indeterminate x, , a;, , x. : 

e si indichino ordinatamente con A, B i determinanti : 

e con a^^, |3., i determinanti minori -r— > ^ — e con u^, v^» Wr le espressioni 

dar,# dft^,, 

1 du 1 dv 1 die; ^ ,, 

- r — ♦ - 7 — > - •= — • Dalle equazioni: 

2 ^Xr 2 dx^ 2 dx^ ^ 

tt, = a,^aj, 4- a,^x, 4- . . -H a^^«. , (« = 1 , 2 . . . ii) 
dedotti i valori delle Xg , x, , . . . a;„ , cioè : 

(1) «r = -J 2, «r., W, 

si sostituiscano nelle : 

W = 2r**r «r » V = J^ V^ «^ ; 

si avranno le : 

I 1 

(2) W = j2''2'«r^**rt«, , V = -j-2r2*«r.,VrW,. 

(*) Jacobi -> De binis quibuslibet functionibus homogeneis secundi ordinis etc— Giornale di GreUe. 
T«. XII. — Cayley — . On the simultaneons Transformation etc. — Giornale di Cambridge e Dublino. 
i840. T. 4«. Serie 2*. pag. 47 — . The Quarterìy Journal — . Febbiajo 1858. pag. i9S— . 
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Ora le equazioni : 

danno anche : 

O08ia osservando essere Bffir^ due ftmsioni intiere di $ dei gradi n>n— i; svilup- 
pando il secondo membro secondo le potenze discendenti di 9 si avrà : 

X^ — Ao -h -j- -+-.... 

nella quale Ao è evidentemente eguale àt 

Quindi se riteniamo che le indeterminate X| ,««... «« sieno definite dalle equazioni 
(I), il secondo membro della (3) dovrà essere indipendente da 0, e si avrà : 

ossia : 

per la quale e la (4) le equazioni (2) diventano: 

Sapponiamo dapprima che la equazione B(d) = non d>bia radici multiple; in questo 
caso indicando con 9, , 9, , ... 9, queste radici, si hanno le note relazioni .> 

V B ;r^~4'- WJ \ B yr^"^- B'(9J 

per cui ponendo : 

si avranno le trasformate : 

Le espressioni pg , Pa • • • sono quadrati di funzioni lineari della tt, , tt, . . . ti. , e 
quindi defie x. , x^f . . ,x^; infatti dalla teorica dei determinanti si ha che : 



asa ANNAU DI MATEMATICA 

ora osservando essere ^,^ = |3, ,. , ponendo in quest'ultima 9 :&= 9^ si avrà : 

fil, (O - Pr^ (O 13,^ (U 

per cui si avrà : 
essendo : 

ed inoltre per la (1): 

I valori (6) dei coefficienti della sostituzione lineare (7) , nella supposiiione die la 
equasione B{0) =s non abbia radici eguali, coincidono con quelli delerminaU oca 
metodi differenti da Jacobi e da Cayley nelle memorie citate. 

8? Il Sig. Weicrstrass considerando in seguito il caso nel quale Tequaiioiie B(0)bsO 
ammetta radici multiple, dimostra il seguente teorema : 

« Se la forma quadratica u non può annullarsi per valori reali delle indetermì- 
» nate x^ , x, . . . x« , fuorché nel caso in cui le medesime sieno tutte eguali a sero» 
» una radice deirequazione B(0) = multipla secondo il numero /ut, sarà radice dfl- 
j» l'equazione p^,, (6) = multipla secondo il numero (iw^ì». Allontanandoci daDa 
via seguita doli* Autore faremo dipendere la dimostrazione di questo teorema da alone 
note proprietà delle forme quadratiche. 

Osserviamo dapprima che indicando con Ap il determinante : 

la condizione alla quale deve soddisfare la forma u equivale al dover essere i ter- 
mini della serie 

Aj f Aj f A3 . . . A|| 

tutti positivi. Infatti è noto che la forma u equivale alla : 

A, A, 

Aj Z| -7— ^— Z| -T" • • • "T* . Z^, 

nella quale Z| , z, ... z. sono forme lineari delle x^ , x^ ... x« ; ne risolta che ae le ^mb- 
tità A, » A, . . . sono tutte positive, la forma u non potrà annullarsi che annalla»- 
dosi tutte le z, , z« , . . . z. , e quindi tutte le x^ » x. , • . . x. . Ciò posto il teo- 
rema del Sig. Weicrstrass può dedursi come corollario del seguente dovuto a Sylvesler (*): 

(*) Sylvcster — The Alfebnkal Tlieory of tbe Secator inrqMKty DetenùnaBliY* 
lìnd. FlùloMpIdcal Macatìne - 1853. 
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Si indichi ecm B^ il determinanlc : 

e sappongasi che i coefficienli delle più alle potenze della nelle equazioni : 

B.(«) = 0, B,(e) = 0,...B,(fi) = 0,...B.(«)=B(d)«0 

cioè i determinami A, , A, . . . A. sieno tutti positivi, (o negativi). Leradiddetta 
equaiwne B^ = sono tutte reali , e comprese rispettivamente fra -h ^ % le sue- 
eemve radici, discendenti in ordine di grandezza, deWequaxione B^_,(d)=:0, e, — oo . 
Ne segue che se la equazione B» = B(d) ^ ha /x radici eguali a 9^ la equa- 
zione B,^i «=s fi»^{0) = od evidentemente in generale la firA^) = avrà fi — 1 

d*B 
radici eguali ^ 0^-, e ìsl equazione B..a(9)=0 o più generahnente la-j^^ — --— s=0 

d^r^ d^#a 
avrà li — 2 radici eguali a 0.; per cui in causa della (5) il polinomio 13^^(0) con- 
terrà il fattore (9-— O^^S ^^^ 1^ equazione l3p^(9) = ammettrà la radice 9^ mul- 
tipla secondo il numero (i •— i. 
Supponiamo : 

B{9) = k{9 ~ o/' {0 - e,)'^ ...(©- 0,)'*' , 
M«) = KJB) {e - <?.)"'"" . . . (d - ©,)''"' , 

essendo KA'^) ^^ polinomio del grado t— 1. Ora : 

^ ' B(<>) 9(6) ^ 4- (d - e J^'CO 

quindi : 

\B(e) )^ -e- f((?j ' \ìì(e) ;r^""f-'7(U~' 
per le quali ponendo : 



« V V ^''** ^^"^ « .. 



risulteranno le : 



««=p« -H p, 4- . . . -Hp/ 

» = ^iPi 4- ^ap, -h -H 0<p, . 

Osserva da ultimo l'Autore che supponendo essere fi il grado di multiplicità della ra- 
dice 0^ 9 la forma quadratica p. eguaglierà la somma di fi quadrati di funzioni li- 
neari delle U| , tta , . . . tf ,» e quindi delle «^ , «»»••• a;. ; la quale proprìelà, come 



H^.W=^?^*'W 
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é nolo, è una conseguenza della seguente relativa ai coefficienti hr^{9Jf della forma 
quadratica stessa : U determinante: 

HW = 2 (=*= *!.. K» • • '' fc«^) 

e tutti i determinanti minori del medesimo degli ordini primo, secondo , 

(n — fA-f-l)estmo si annullano ponendo in essi 9 = 0^, 
Consideriamo, per esempio, il determinante minore : 

per la (8) si avrà : 

1 1 

ma dalla teorica dei determinanti è noto che B^»^, è divisibile per B^, quindi indi- 
cando con Q il quoto, si avrà : 

m 

ponendo : 
sarà : 

m 

V(9) 
per la quale: 

H^,(U = 0. 
Analogamente si dimostrerebbero nulli tutti i determinanti degli ordini accennati. Ora 
se trasformiamo la forma quadratica p„ mediante una sostituzione lineare qualunque: 

in un altra : 

n 

la quale contenga i soli quadrati delle nuove variabili, si avranno le: 

j li^ *!,# "^ 'a.r *a,# 4" • • • 4" Ijt^ »ji^ = , 



H^. (fi) = 57sf r^'W (fi - flJ 



essendosi posto : 



t.^?.*..^''-' 



f(U 
Il determinante: 
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ed i detenninanti minori del medesimo degli ordini primo, secondo, .... (fi-fA-l)esimo 
saranno quindi nulli , e per le (9) dovranno essere nulle tutte le combinazioni a 
fA+l a fi-hi , a fi-h^ a M-i-2 ... ad n ad n delle quantità g^ , g» » • • • 9»<^ìo^ 
dovranno essere : 

ed in conseguenza : 

p- = gì «I H- g. »J H- • • • -H g/i »i • 

Le trasformate delle forme quadratiche u , v saranno perciò ccnnposte ancbe in questo 
secondo caso di somme di n quadrati di funzioni lineari delle indeterminate «i , x^g ... «,. 

Giugno 1858. 

Puop. F. Biioscn. 
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SULU RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI DEL QUINTO GRADO. 
HERMITE — SUR LA RÉSOLUTIO.V DE L*ÉQUAT10.\ DU CINQUIEME DBGBÉ. 

Compies Rendtts— . N. il. Man. i8M. 



1! Id una nota « Sulle equazioni del moltiplicalore eo. » inserita nel 3? fasei- 
oolo di questi Annali abbiamo dimostralo che le radici quadrate delle radici della 
equazione del moltiplicatore corrispondente ad una trasformazione d'ordine n primo, 

si ponno esprimere linearmente per quantità Ao > A^ . . . A.... Considerando 

^ "i" 

per ora in particolare l'equazione del sesto grado : 

(1) 1* -f- a, z* -H a, 1* -H . . . -h as z -H oe = 

corrispondente alla trasformazione di quinto ordine, ed indicando con z, , z, . . . ze le 
radici della medesima si avranno le : 

( v/*i == ^v/5 . v/«. = Ao 4- A, -H A, , ^Z3 = Ao -H «A, -f- «♦A, 

(2) 

( v/«4=Ao4-«*A,-l-a'Aa, v^Z5=Ao-l-«^A,-Ha*A., v^ze = Ao -f- «♦A.-H «A, 

nelle quali a è una radice immaginaria dell'equazione «^ — 1=0 ; e le Aq , Ag , A, 
hanno i valori trovati nella nota citata. 

Se mediante queste espressioni delle radici si formano i coefficienti della (l)>si 
ottengono facilmente le relazioni: 

( a, = — lOA , a, = 35A* , aj == — 60A' H- lOB 

(3) 

( a^ == 55A*— 30AB , aj == -26A*H-30A"B— C, a^ = 5(A5-B)" 

essendosi posto per brevità : 

( a = aj-ha,a., b = 8A*a,a.-2a;aja;-h a;a;— Ao(AJ-hA{) 

(4) ! e = 32oa; aj a; - leoAj aj a; -h 20a; a; a; h- 6a; aj 

( - 4Ao(32AJ - 20A; A. A. -f- 5AJ AJXAJ -H k\) + A|* H- AJ* . 

Ma é noto che per n = 5 l'equazione del moltiplicatore è la : 

,«— 10z5-H 35z*— 60z'-f- 55z*— 2(13 — 2Vik'> -H 5= 
quindi la prima, terza e quinta delle equazioni (3) daranno: 
(5) A = 1,B = 0,C = - 2 VA^ 
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e le altre sono soddisfatte da questi valori. Dalle precedenti relaiioni deduconsi quelle 
che abbiamo date nella nota citata. 
2? Poniamo ora: 

Ì«. = («a— «i) {«3—26) («4— *5) » *« = {*3— *i) («4— *«) (»5 — *6) 

«3 = {*4-*i) (*5-«3) («6— «.) . «4 = («5—».) («6— «4) («a"-»3) 

«5 = (26— *i) («a — «5) (23—24) > 

ed esprimiamo mediante le (2) i secondi membri di queste equazioni in funzioni di 
Ao » Ai , A, . Si hanno facilmente le : 

I«,=y/5(Bo-f-B,-l-B,-4-B3H-B4) , «.=v/5(B.4-«B.-f-«%-+-«'B3H-«*B4) 

«3=^5(Bo-4-«*B,H-<x*B.-f-«B3-H«^B4),X4=^5(Bo-4-«'B,-4-«B,-4.«*B3H-«*B4) 
X5=:v/5(Bo-f-«*B, -h«'B,-f-«*B3H-«B4) 
nelle quali Bo= 4B e : 



B, = 8A0AJA5 — 16A 

B4= 8AoAJA;-16A 

b, = i6a;a;-i6aja 

B3 = 16A;AJ — 16AJA 



Aj A. - 2A. a; - a; 4- 4AJ a; 
A, AJ - 2AJ A. - a; -+- 4a; a; 

4- AJ AJ - 4Ao A, AJ 
4- AJ Ai - 4Ao A{ A, . 



Sia 



«*-{-/>, «* H- . . . -h />4 « 4- ps = 
la equazione avente per radici le x, , x, . • . X5 ; ponendo per brevità : 

P. =B.B4 + B.Bj. P3 = BJ B3 4- BJ B. +B;BtH-BJB, 

P4 = b; b. + b» b^ + b; b. + bj b, + 3B. b. b, b* 

dalie (7) si hanno le : 

p. = - 5v/5.Bo , Pa = - 5».P. , P3 = - 5 V6P3 , P4 = - 5'(P4- PJ) ; 
ma pei valori superiori di B, , B, . . . rammentando le (4) si ottengono le : 
P. = 2(AC -^ 3B*) , P3 = 4B(AC - 5B') , P4 = 15B*- A'CV 2AB*C 
quindi pei valori (5) si avranno le : 

p. ==0, pa=2».5*^r, P3 = 0, p4 = 2««.5* ik* tf * . 

Da ultimo osservando che indicando con II(z, , x, 2«) il prodotto delle diffe- 
renze delle radiei i^ , z, . . . si ha : 

n*(i. ,!....««) = 5*.2^ ìfi VW - 4*' *'*)• 

tmi. I. ir. 4. itM. 33 
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e ehe: 

/>5 = — n(«, , », ... «e) 
si otterrà : 

P5 = - 5V5.2" k^ì^H^ — Ak" k''); 

e la equazione di cui le radici sono le (6) sarà la seguente : 

x(x' -f- 5\2» k* Uy == 5V5.2** k" ik'*(l - U'ik") (•) 

la quale ponendo: 

^"^ 5'.2n'fe" ~5 
riducesi alla forma : 

(8) ^^-2^'-SFifc^ = ^- 

Le radici x, , x, . . . della equazione superiore ponno esprimersi in causa dei valori 

delle 2, , z, . . . trovati nella nota citata nel modo seguente. Attribuendo a K ed a 

. K' 
K' Tordinaria significazione, facciasi o) == i -^ ed : 

si avranno: (Vedi la nota del fase? 3?): 

'.=:^/^H. *^-J^p,f^$)^ *'=W)^^-^) 

per cui ponendo : 
risulteranno : 

"•^^Tfe*"^"^' *'=:^^^''"^*^ **= 7^ *"<"+») • 

Da queste si deducono analoghe espressioni per le radici 0, , 0, . . . della (8). 

- — r-r I 

(*) In una nota ad un articolo « Sur la résolution de l'équation da quatrième degré • pubblicato 
nei CompUi Btndui del 12 Aprile 1858. il Sig. Hermite riferisce le equazioni del moltiplicatore per la 
trasformaiione d'ordine quinto, settimo» ed undecimo ; ed anche questa eqnaiione calcolata dal Prof« 
Joubert. 
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3? La ottenuta risoluzione dell'equazione (8) conduce a quella di una equazione 
qualunque del quinto grado. Infatti è noto (*) avere il Sig. Jerrard dimostrato es- 
sere possibile di ridurre una equazione del quinto grado alla forma : 

(9) 0* — |e* -a = 0; 

se quindi il modulo h corrispondente alle funzioni K, K', si determina in modo che 
risulti : 

(10) (1— 4it^feT=2aik*r 

la (9) viene a coincidere colla (8). Dunque assumendo pel valore di k una qualsi- 
voglia delle radici dell'equazione (10) e sostituendo il medesimo ed il valore corri- 
spondènte di &> nelle espressioni : 



'''=ij*+5' 






si otterranno le radici dell'equazione (9) alla quale può ridursi ogni equazione del 
quinto grado. 

Giugno 1858. Prof. F. Briosghi. 

(*) Jerrard — ìlathematical Researches. Hamilton — Repork of the sixth meeting of the British 
Association — Serret — Goars d'Algebre Snpérìeure — Note V. 
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SULLE FUNZIONI BERNOULLIANE ED EULERIANE. 
RAABE — MATHEMATISCHE MITTHEILUNGEBr. -> fase. I. pag. 31 - fase.! pag. Ii7. 



1? È noto che i coefBcienti A^ > A3 . . . della prima delle due serie trigonome- 
iriche : 



k,x X%x^ XkPO^ 



• • (J>'>-J) 



A X r^tSC) 

«ec.«i= 1 -f- -^-^ ni"-*- (nr = l. 2. 3. ..r) 

hanno coi numeri BernouUiani B, , B, . . . la relazione : 

2r 

~~ 2"*(2*'* -— 1) *'^' * 

il Prof. Raabc (*) ha denominalo Euleriani ed indicato con E, , E, . . . ì numeri 
che hanno coi coefficienti A, , A4 . . . della seconda serie la relazione : 

E. = A,, . 

1 coefficienti A ad indice dispari, e quindi i numeri BernouUiani, possono esprimerai 
in funzione dei coefficienti A ad indice pari cioè dei numeri Euleriani , osservando 
che dal confronto dei coefficienti delle stesse potenze di x nelle identità (**) : 



d secx 
tang.x = cos.rc 

si hanno le : 



tang.x = cos.a; — -= — » tang.x = sen.ac seca; 






essendo : 



0= 



nrn(«— r)' 
e queste sottratte, le seconda dalla prima, danno fra i numeri Euleriani la relazione: 

E, -( i'')e^. + ( 4)e« -.... + {-l)-' [jL^y, + (-1)' = ; 

(*) Giornale di Creile — . T». 42. « ÌJber die Bemoullische Function * pag. 366. 
(**) idem. — ScblOmilch. — Développemeot d'une formule etc. — T<*. 3S. pag. 360. 
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alla quale, ponendo : 



e,«(~l) 






può darsi la forma : 



(1) 



er 



n2 "*■ n4 



n(2r— 2)^n2r 



0. 



Ptei numeri Bemoulliani ponendo : 



*.= (_i).?(?;_zì)b. 



ai ha la analoga relazione : (*) 

n4 



2*. 



• • • • 



^ 



+ 



n2 ' n4 n(2r — 2)^n(2r — 1) 

Se indichiamo con A^ il determinante : 

a. 1 ... 



:==0 



o. 



...00 



<*»wi fl,wa a^3 . . . o, 1 
o^ a^, a^j . . , o, a, 



supponendo per brevità di scrittura 0,==—, dalla formola (1) deducesi : 

er = (— 1)''A^ e quindi E^ = n2r.A^ . 

Questa forma di determinante conduce anche alla seguente rappresentazione dei nu- 
meri Euleriani : 



E. = n2r2(-l) 



«•+r 



nm 



a, <lji • • • ^r ' 



Ilg, Uq^ . . . Uq^ 

il segno sommatorio dovendosi estendere a tutte le soluzioni intiere positive o nulle 
della equazione : 

^1 "H 2g, -H 3^3 -f- . . . -4- r^fr = ^ 

ed m ^=s gx + ^9 + • • • + ^r * Una espressione di questa specie pei numeri Ber- 
noulliani è dovuta al Sig. Pergola (**). 

(*) Giomale di Creile. — Dienger — Die Lagrangesche Formel etc. T». 34. p«g., 91 . — Malmtten 
Sor la formule etc. — T». 35, pag. 80. ~ Annali di Tortòlini. — BellaTitis —Sulle serie di numeri etc. 
*- T^. 4». pag. 111. 

(**) Sopra lo sTilvppo della fìrasioiie - j _ eie. — Memorie deUa R. Accademia delle Sciente 
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2? Se si moltiplicano fra loro membro per membro le equazioni : 

^ =1-|4-b/^-B.|Ì+....(2.>x>-2.) 



e*— 1 

== m -h -=7: * -f- -=r « 



a; n2 n3 

ottengonsi per i coefficienti di x*'' ed x**^* nel secondo membro dell' equazione n'e- 
sultante le espressioni : 

ff2"r|27:ri - 2 *» -^ 2! 1 r*»' ' - il 3 r^ "■^- •■^■4f--(2r-lH 

n(2^)(2(;q:i)-2- ''^^^ 1 f'" -A 3 )B.m— -h.... 

(^)2--/2r4-l\^ ,) 

-^— 2r"V2r-ir' r 

ma il prodotto dei primi membri essendo eguale ad : 

1 -l_ e* -I- e"' -H . . . . 4- e<"-^'" 
ed i coefficienti di x''* ed x""^' nello sviluppo di questa espressione essendo ordina- 

tamonlo • 

ne risulta che ponendo : 

B"(x) = 1 -4- 2»'- -f- 3"- -f- . . . -H (x — 1)*% 

B'(x) = 1-4- 2»*^' -I- 3»'^' -H . . . 4- (x — l)*'^' 
si hanno le : 

^<^> = 2?TT"2^ "^211^'"^ ~ ••■*" — 2r~U-V'' 

**<^> ""IFM) 2^ ^2V 1 r"* '"^ 2r V2r-1 j**»^ ' 
Le funzioni B"(x) , B'(x) sono quelle denominate dal Sig. Raabe funzioni BemouUiane» 

di Napoli, Voi. 2. 1857. — Intorno lo svilappo di questa funzione si occuparono l'Eulero nel Cap". VII 
del Calcolo differenziale; ed il Prof». Gen occhi nella nota « Sulla espressione generale dei numeri Ber- 
noulliani > Annali di Tortolini T». 3*. pag. 395. 



tamente : 

n2r 
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Analogamente considerando gli sviluppi delle funzioni : 

il prodotto delle quali é eguale ad : 

dimostrasi che per le espressioni 

E» = 1 — «»'• 4- S»" — . . . -f- (2« - 1)»" , 
E'(a5) = 1 — 2»'^' -f. 3"^' — . . . H- (2« - l)»»^» 
denominate dal Sig. Raabe funzioni Euleriane^ sussistono le equazioni : 

-f- {- ir.E, 

,-.,. (-->.,. - ., . ,-.,- J=;gì;:-' B.. 

11 Prof. Raabe nella memoria del T? 42 del Giornale di Creile e nelle recenti citate 
sopra ha trovato molte interessanti proprietà di queste funzioni. Notiamo fra esse le 
seguenti : 

E"(x) = 2«'- { B"(x -hi) — B"(aj) \ , E'(«) = B'(2») - 2»<'~"" V{x) 
le quali legano fra loro le due specie di funzioni; e le quattro altre : 



^, 2n(2r) »sr sen 2n7ry 



(27r)*'^' .él n*'^' 



B» = (-l) 



P'7^\ ^ 2II(2r^ »«• sen 2(2n~ ì)i:x 

b (X) = (—1) .^, ^ 



n^i — -^»'^« 



(2n— 1)^ 
R'/-.\_/ .vr 2n(2rH-l) "- cos2n7ra; ..^, B,^, 

E(x) = (-1) „.(^.) 2 (2n-l)«^> "^<~*) -27:^2"^-^- 

dalle quali per formole note si passa alla rappresentazione di quelle funzioni col mezzo 
d'integrali definiti. 

Luglio 1858. PaoF. F. Beioschi. 
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errata-corrige pel fi? 3? 

ERRORI correzioni 

pag. 129 lin. 15. 



'd«, *daj, d», ' dOo '\ 'd«, *d«, "d»^ 'dOo/ 

pag. 131, lin« 3. 
2«n-,^ == (n— 2l)e -+- m 2«._,,. 4- «o., -+-...4- «o.» =(«— 2l)e-Hm 
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PROPRIETÀ* DEI CENTRI CONIUGATI PRINdPAU E DEI PIANI PRINGIPAU 
CONIUGATI, DEDOTTE DALU CONSIDERAZIONE DEGÙ ASSI DEI PENNELLI 
LUMINOSI, ED APPLICAZIONE DI ESSE AL CALCOLO DEGLI STROMENTI 
OTTICI COBiPOSTI DI MT LENTI DELLE CUI 

SI DERBA TENER CONTO. 

NOTA 

DBL PROF. O. F. MOSSOTTI. 



m: i-vXi:f#>: 



1. 

Nell'estratto ragioaalo, che il Professore Cattaneo ha dato in questi Annali delle 
prime due Parti della mia Memoria sulla Teorìa degli stromenti ottici, leggesi il se- 
guente passo : <c Queste applicazioni » cioè quelle falte alla spiegazione degli effetli 
ottici fra alcuni degli slromenti più in uso « lasciano però desiderare che, come, sulle 
» prime» nella teoria delle lenti semplici aveva FA. preso a calcolo anche le gros- 
» sezze delle medesime, cosi, anzi che trascurarle di poi, avesse cercato quale in- 
» fiuenza essa abbia, e ne*microscopi e nei cannocchiali e nel micrometro a doppia 
» immagine. » In seguito il dotto Estensore ha indicalo come l'impiego dei punti 
prindpaU considerati da Gauss servirebbe all'oggetto, ed ha arricchito le sue osser^ 
vazioni col notare delle nuove proprietà dei punti medesimi, e col far conoscere resi- 
stenza d'altre coppie di punti che godono di proprietà analoghe. 

Questo desiderio manifestato dal detto Professore, e quello nato in me di dare 
miglior compimento alla mia Teoria , hanno richiamato la mia attenzione sui punti 
detti da Gauss principali, e mi sono provato a tentare, per mezzo della considera- 
zione degli assi dei pennelli luminosi, una deduzione più semplice della loro esistenza, 
ed un'interpretazione più esplicita della loro natura. I risultati delle ricerche falte foi^ 
meranno il soggetto d*un Appendice da pubblicarsi col seguito della Memoria, frat- 
tanto spero che non sarà discaro al lettore di questi Annali di conoscerne fin d'ora il 

contenuto. 

2. 

Deduzione dei centri conjugati. 

La proprietà che serve a definire il raggio che costituisce V asse d* un pennello 
luminoso che attraversa una lente è espressa (*), usando delle stesse denominazioni 
della Memoria che sono pure state conservale nell'Estratto di questi Annali, da 

cos Y, cos Yo cos Za cos Zo 



(1) 



V» Vo V, V, 



(*) Vedasi l'articolo 3 del Capitolo fi. Parte II della Memoria. 

Tom. I. N*. §. I85S, 34 
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cioè é quel raggio che entra ed esce dalla lente parallelamente a se stesso , se la 
lente è immersa in uno stesso mezzo , ovvero si rifrange come se passasse da uno 
ad un altro mezzo attraverso una superGcie piana perpendicolare all'asse centrale, se 
la lente è interposta fra questi due mezzi. 

Eliminando colle premesse equazioni cos Y, e cos Z, dalla seconda delle equazioni 
(8) e (9) date all'articolo 3 del Capitolo III, Parte I, (*) avremo per la determina- 
zione dell'asse del pennello le seguenti 

(2) = PV^y. -h (P<»>- 1)??L1^, = P;'>i. ^ (Pi«-~ 1)'''^^'* 



v« V, 



ovvero , ponendo per cos Yo e cos Zq i loro valori , che , nella supposizione che il 
piano delle coordinate x, y passi pel punto radiante, sono date da 






quest'altre due 

La seconda di queste equazioni , eccettuando il caso che il valore di A^ annulli il 
coefficiente, esige che sia 2,= 0; e ci mostra che l'asse del pennello sta nel piano 
passante per l'asse centrale, e pel punto raggiante : ponendo poi 

(3) io = ^ 



■i^JPF ' 



la prima prende la forma 



dalla quale si ricava 



(' - fc>- k" ■ 



l 



Nella figura 1\ riportata in fine di questa Nota, simile a quella data nell'articolo 3? 
del Capitolo II, Parte II, conduciamo dal punto raggiante R al punto t , pel quale 

(*) Le eqiuiioni (8) e (0) noa sono citate sotto la stessa forma nell* Estratto , ma si ottengono di- 
rettamente ponendo nella seconda equatione della pagina 53 per le « le loro espressioni date dalle (4) 
nelUr pagina precedente di esso, e sono 

cosTo 



ia\ if =P<*' if 4.P^*J <^<»^o cosY/ u) . p(2) J 



Vo 



e due eqnuioni simili si ottengono cambiando le y in x, e le T in Z. Abbiamo riferito queste equazioni « 
perchè afremo più volte occasione di fame uso. 
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l'asse del pennello penetra nella lente , la retta Rt , che prolnngatfr incontri 1* asse 
centrale IJ nel punto Ko . La similitudine dei triangoli IKqR » OoKot ci darà la pro- 
porzione 

IR : Cot = IKo : cJLo , 

tal che essendo IR = yo > ^o* = Vi > ahneno nei limiti d*appro8simazione entro cui 
sono rinchiuse le formolo (2), ed IKo= A^H- cJL^ , dal confronto del valore di CoKq» 
che si ricava da questa proporzione , con quello di Iq , che si deduce dalla prece- 
dente equazione, rileveremo dover essere OoKo= Iq . 

Il raggio rappresentante Tasse del pennello che parte dal punto raggiante R ha 
dunque la sua prima parie incidente cosi diretta » che taglia V asse centrale in un 
punto Ko distante dal centro di figura della superficie anteriore della lente di una 
quantità eguale ad Iq . Siccome questa quantità, dataci dalla formola (3) è soltanto 
funzione degli elementi fisici e geometrici della lente, e dei mezzi con cui è in con- 
tatto, ed è indipendente dalla posizione del punto raggiante R, perciò conchiuderemo 
che qualunque sia la posizione di questo punto, quello d'intersezione della porzione 
incidente dell'asse del pennello luminoso coli' asse centrale della lente cadrà sempre 
nel luogo Ko , vale a dire , le parti incidenti degli assi dei pennelli luminosi , che 
partono dai varii elementi dell* oggetto , prolungate , passeranno tutte per lo stesso 
punto Ko . 

Consideriamo ora il corso retrogrado del raggio rappresentante la porzione con- 
vergente dell'asse del pennello luminoso, di modo che questo raggio parta dal fuoco 
F, coniugato di R, corrispondente alle coordinate y , e A, ed entri nella lente pel 
punto della superficie opposta LiCiLg , segnato e nella figura, e le cui coordinate in- 
dicheremo con yJ^ e 2^1 . Pel corso di questo raggio le equazioni corrispondenti alle 
(2) saranno giusta quanto fu detto all'articolo 6? del Capitolo lY, Parte I, 

= - P<») y.4- (p«- 1) ?2L)[l , = - Pi»^ »,-f- (P<«- 1) £?!A, 
dalle quali eliminando cosY, e cosZ, colle formole 

cos Y.= tlZSl , cos Z.= - ^, 

ed invertendo gli indici superiori ed inferiori delle P, ciò che è lecito per quello che 
fu detto nell'or citato articolo, dedurremo (*) 

{*) Vedi le equazioni (10) dell'Estratto. 
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eqsBZUMi le q«ali ci dieono che il raggio rapprcsentaiile Vwmt ddb pomone 
gnrte del peoseflo ineoolra li teeonda superficie della teme in ■■ paolo aUnlOMl 
piano deOe coordinate «, y, e che pofto 



(5) 



I '^t * 



l'ordinala y, del suo ponto d'incontro eoDa detta soperficie è data dalla iMBob 

Qoesta formoh é «mile alla precedente (4) , e eonfinontandola col valore di e. Kg , 
che ù dedoce dalla proporzione 

JE : c,e = JK, : eJLg f 

risohante dalla similitodìne dei due triangoli EK. J A^c^ , che d oUeogooo eoi pro- 
Inngare per indietro la porzione emergente dell'asse del pennello sino ad ineontrare 
l'asse centrale in Kg , ci mostra che è c,K,= l^ , e che per essere /. indipendenic 
dalle qoantità relative alla silaazione del punto raggiante R, totle le ponoooi eme^ 
genti degli assi dèi pennelli partiti dai diversi ponti dell'oggetto concorrono vìrtoal- 
niente nel ponto K^ . 

Se col mezzo d'una lente sossidiaria si concentrano nel pooto K^ i raggi emanati 
da on ponto lominoso situato sull' asse centrale della medesima , indi ai colloca la 
leale che serve alle nostre considerazioni, Fig. I, in modo che il suo asse centrale 
coincida con quello della prima lente, e che il suo punto Kg si sovraponga al ponto 
Ko di riunione di detti raggi, si rileva da quanto è stato detto nell'articolo 3! de! 
Capitolo n, Parte II, sul centro ottico (*) , e da quanto è stato testé dimostrato , 

(*) La determiiiaiioiie del centro ottico di una lente, die forma il sosgetto del dlato articolo , paò 
i —usuigli» iD un modo più concito, e conforme alle consideraiìoni ga coi s' assira questa Nola , diilie 
eqnaxioni (e) riferite a pie di pagina del nomerò S, omettendo quelle rdatÌTe a! piano delle «,s che ipa- 
rìaeooo per caaere x^ e cot Z, nnlli. Quelle eqoaxioni nel caso ddl'asse d'on pennello pel qoale defein- 
siflere la condinone (1), prendono la forma 

». - P'," V. + P',*' ^. - P<" „ + (p<« - i)«sJL. 

Si elisuni da queste cos Y, , e si riduca il coefficiente di y, col messo della (3) del Capitolo IV , 
Farle I, e si otterrà 



P." - 1 vJ. 



Se ora neH'equacione rappresentante il corso della porsione interna delTasse del pennello, che è 



«, — », 
poniamo y » , per avere il valore x' dell'ascissa « in cui esso interseca l'asse centrale, ed oaserviaiM 



«, — », 
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che i suddetti raggi, penetrati che siano nella lente in considerazione, anderanno tutti 
a passare pel centro ottico della medesima ed usciti dalla superGcie opposta s'incli- 
neranno in modo d'aver per fuoco virtuale il punto K, , vale a dire, il centro ottico 
G sarà il fuoco conjugato del punto Ko rispetto alla superGcie rifrangente Lo Cq Lo , 
attraversata dai raggi incidenti, ed il punto K^ il fuoco virtuale di G rispetto alla 
superficie rifrangente L^ c^ L^ attraversata dai raggi emergenti. Un effetto simile ma 
in ordine inverso si otterrebbe se i raggi emanati dal punto luminoso fossero diretti 
al punto K, per mezzo della lente sussidiaria interposta sul loro cammino, avanti di 
penetrare nella lente che consideriamo : 1* immagine del detto punto sarebbe prima 
formata nel centro ottico G, indi virtualmente nel fuoco coniugato Ko • Per evitare 
d'estendere al di là dei giusti confini queste analogie degli effetti prodotti dall'azione 
della lente sui raggi partiti da un punto luminoso, ed in seguito concentrati in Ko 
ovvero K^ , con quelli che la stessa azione produce sui raggi rappresentanti gli assi 
dei pennelli luminosi provenienti dai vari elementi d'un oggetto, giova tener presente 
che quantunque questi raggi siano riuniti realmente e poi virtualmente nei punti G 
e K, ovvero G e Ko pure non produrrebbero come quelli emanati dal punto lumi* 
noso un'immagine, perché i raggi costituenti gli assi dei pennelli luminosi, avendo , 
ciascuno, un'origine diversa , come originati in punti diversi dell' oggetto , apparter- 
rebbero a sistemi d'ondulazioni eterogenee che interferirebbero in gran parte fra loro, 
e non genererebbero tutt'al più che qualche luce confusa (*). 

1 ragionamenti fatti fin qui suppongono, come viene rappresentato nella Fig. T., 
che la lente sia convesso-convessa e sottile, vale a dire, parlando analiticamente, che 

che, Xi ed x^ dinotando le ascisse corrispondenti alle ordinate Vi ed y, , si può prendere, nel grado d'ap- 
prossimaiione in coi stiamo, a, -^ «i « Aa » troveremo 

Qaesto valore di x', essendo indipendente dalle coordinate A, ed y, del punto raggiante, ci prova che, se 
la lente è investita da più pennelli procedenti da punti luminosi diversi, tutti gli assi di questi pennelli 
intersecano l'asse centrale in uno stesso punto che è il centro ottico della lente. 

n valore di «' ci dà l'ascissa del centro ottico preso dal centro di figura della superficie anteriore 
della lente. Volendo avere l'aMissa x" presa dal centro di figura della superficie posteriore si osserverà 
che è «"ac a/— A,, e quindi si troverà 

(*) n considerare separatamente i raggi emanati da ciaMun elemento dell* oggetto come componenti 
dei pennelli distinti, ed esaminare il corso dei loro assi successivi è cosa assai importante nelle teorie 
dell'ottica, come lo comprova la semplicità con cui abbiamo dedotto le proprietà degli stromenti ottici 
dalle equaiioni segnate (S) alla pagina 53 dell'Estratto, neUe quali non appariscono come variabili le coor- 
dinate del punto d'emanaiione dei raggi e queUe del punto d'incidensa . I primi scrittori d'ottica che im- 
piegavano invece le coordinate di quest'ultimo punto e le direiioni dei raggi sono caduti talvolta in di- 
mostraaioni confuse, e deduiioni erronee. Vedasi anche la nota dell'articolo 7, Capitolo li, Parte II della 
Memoria. 
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si abbia 

(r) F.<0, Fr<0. P5f'<0 



'•<- ^Or-i^)' 



nel qval caso le distanze /o ed /, oUeogooo Taiori poolhi» ed i puli K^ eK^ sono 
situati nefllntemo deDa lente. Le posizioDi dei puHi K^ e K. rìsaherebbero però di- 
verse a seeonda che ona o due delle tre relazioni (r) non loBeto soddisfatte. Senza 
diseatere i Tari casi che si possono presentare, ciò At d deriefebbe troppo dal no- 
stro scopo, scegtieremo per esempio quello in cai le quantità Pt t p^ rimanendo ne- 
gative, la funzione P/' sia di valore positivo, cioè cbe la lente sia sufficientemente 
grossa da avere 

*->-.Ter-r) 

In questo caso i valori di /q ed /, risulteranno negativi, ed i ponti K^ tK^ saranno 
situati al di fuori della lente, come nella Figura IT., nella quale le linee eorelative 
sono marcate co!le stesse lettere che ndla Figura F. 

Dalla detta Figura II*. si rileva cbe se esistesse in uno dei due punti £« ^ K, 
un elemento luminoso per se stesso si produrrebbe un'immagine reale del medesimo 
nell'altro punlo. 

Da quanto abbiamo esposto chiaro apparisce cbe i punti Ko C, K, oltre alla par^ 
ticolarità di poter divenire, secondo i casi, fuochi conjugati reali o virtuali d'un ele- 
menlo luminoso situato in uno di essi, o d'un'immagine dello stesso elemenlo pene- 
trata nella lente dal di fuori, godono la proprietà caratteristica d'essere, in ogni caso, 
i punti di reale o virtuale concorso delle tre parti degli assi dei pennelli, che, par^ 
titi dai vari elementi d'un oggetto posto ad una lontananza qualunque, ma ad una 
distanza dall'asse comparativamente molto più piccola, investono una lente. D ponto 
K^ è il luogo di concorso delle parti incidenti degli assi dei pennelli , il ponto C 
quello delle parti interne, ed il punto K^ quello delle parti emergenti: per tale mo- 
tivo dando a questi punii il nome di centri, conserveremo al ponto G il nome co- 
munemente usato di centro ottico , ed indicheremo i punti £« ^ K, con quello di 
centri conjugati principali (*). 

(*) Questa denominazione ci sembra più espressiva di quella di ponti principali introdotta da Gauss, 
la quale non enmicìa alcuna proprietà dei ponti saddetti. 

A qoesto proposito ossenreremo che la proprietà d'intersecarsi, realmente e Tirtoalmente soU'asse col- 
trale in tre ponti consecotiri, è comone, ciò che forse non è stato ancora avrertito , a totti i sistemi di 
raggi pei quali cosTjicosT. ecosZ,:co8Zo hanno on rapporto eguale e costante; e che al sistema, in 
cui questo rapporto eguaglia v, : vo ra unita un'altra proprietà caratteristica, ed è che i piani perpcndico- 
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3. 
Piani prinàpaU conjugali. 

Un'altra propriela notevole dei centri conjagati si è, ehe, condotti per essi due 
piani PoK>Po f^pJ^tPi f Figura I*. e II*., perpendicolarmente all'asse centrale» la por- 
zione incidente R/ui d'un raggio qualunque, e quella emergente fA,E dello stesso rag- 
gio incontrano respettivamente questi piani in due punti situati sopra una retta pa- 
rallela all'asse centrale. 

In fatti le due equazioni della porzione incidente del raggio passante pel punto 
d'incidenza, essendo , nei limiti adottati d' approssimazione , in cui si può prendere 
cosXo= 1, date da 

y — y,= {x — aj,)cos Yo , z — a,= (x — aj,)cos Zo ; 

se facciamo in esse x — x'= Iq , per ottenere le coordinate del punto d' incontro 
della detta porzione col primo piano Po^Po > ^ poniamo per cos Yq , cos Zo i loro 
valori più volte citati, avremo per le coordinale y' e 2' di questo punto 

^o o 

Ora le due equazioni del raggio emergente rappresentate in generale da quelle se- 
gnate (8) nell'Estratto, ci danno, quando si fa n = 2, e si pone x — E^= — /, , 
per dedurre i valori delle coordinate y" e 2" del punto d'incontro della porzione del 
raggio emergente, eE, del raggio del secondo piano pJLiPi 

Vo**o 

le quali, ridotte colla sostituzione dei rispettivi valori di Q^i^ e Q^/^ somministratici 
dalle (5) dell'Estratto, e col mezzo della prima delle (7), prendono pure la forma 

lari all'asse centrale e passante pel primo ed ultimo dei tre pmiti d'interseiione tagliano un raggio qua- 
hmque d*«n pennello in due punti situati sopra una stessa parallela ali* asse centrale; proprietà noterole 
se<^rta dal Gauss, che dimostreremo nell'articolo seguente, e che è tanto utile nelle applicasioni. n nome 
di €€»tri em^ugaii, dato dal Big. Biot , ai due punti d' interseiione coll'asse delle porsioni incidenti ed 
emergenti dei raggi del sistema, in cui il detto rapporto è eguale all'unità, non appartiene quindi esclusi- 
Tamente ad essi ma è applicabile ai punti analoghi di tutti i sopra indicati sistemi di raggi , e 1* epiteto 
principali serve a distinguere i due punti spettanti al sistema considerato da Gauss , che godono di mag- 
giori e più utili proprietà. 
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donane avreno 

mostraodoci eod che i due punii delermiiurti appartengono ad «na reità paraUeia ali* 
asse delle x, oaiùi all'aaae centrale. 

Nelle Figore F. e 11*. le rette mm^ ed «si, marcano respettivanie^le le pnralleie 
fa cai stanno le intenexìoni dei raggi R/ift, E , Rw, E laterali afl'aaK del pennello 
RfCeE. 

Ai due detti piani condotti perpendicolarmente afl'aase centrale pei due centri 
coojogati principali, e ebe tono rispettivamente intersecati da on raggio qaahmqne del 
pennello laminoso in ponti egaafanente situati so di essi daremo, ad imitaaone del 
Gaoss, U nome di piam an^ugaH primdpaU, o senqplicemente di piam prìmeipdi. 

4. 

DetermMaiione ddla hingheua focaie di una lente fittisia, da Mottiimm 

atta reale, mediante la quale » riduce pOi tempUee U ealcoìo 

degli effetti d'uno stromento ottico. 

Se s' immagina che spariscano tutte le parti deUa Figora F. o IT. spettanti alla 
forma della lente, e che i doe piani centrali coniogati pJLoPo * pJ^iPt vadano a rio- 
nirsi col piano cCc condotto pel centro ottico perpendicolarmente all'asse eentrale, e 
che questo piano rimanendo parallelo a se stesso passi alla distanza del ponto rag- 
giante R a cui sta il piano pJL^Po nel caso reale , e si suppone inoltre che , nel 
luogo ove è venuto a collocarsi il piano pfipo » esista una lente di grossezza tra- 
scurabile, dotala d'una lunghezza focale 7, che soddisfaccia all'equazione 

1 _ 1 1 

simile a quella segnala (7)" nell'articolo 2 del Capitolo li. Parte II, che vale rigo- 
rosamente per una lente infinitamente sottile (*) è chiaro, che in tale ipotesi l'asse 
del pennello luminoso entrerà ed uscirà da questa lente percorrendo una linea retta, 
se la lente è immersa in uno stesso mezzo omogeneo , ovvero , spezzala secondo 
la legge data dall'equazione (1) , se il mezzo anteriore e quello posteriore alla 
lente sono differenlemenle rifrangenti , e che tanto le direzioni di tutti i raggi del 
pennello luminoso, quanto le posizioni dei punti in cui essi sono intersecali dai 
piani centrali rimarranno eguali come nel caso della lente reale; solo la distanza re- 
ciproca dei due fuochi coniugali R ed E sarà diminuita dell' intervallo KoK, • Da 

(*) L'equaxione ciUU suppone che It lente sU immena in uno ttCHO messo, per coi li abbia Vs^oo: 
se la lente separaste due messi differenti» è facile di redere che prenderebbe la forma 

4 ^ _1 4 

V2 ^I Vg|F 0* ^ 
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ciò ne segne, che se calcoleremo la disianza conjugaU A,+ l, , e le coordinate del 
fuoco coniugalo corrispondenle alla lenle filtizia colle formole (7)" ed (8)", dale nel 
luogo sopra citalo, impiegando in esse la disianza focale ^ in luogo di F, e la di- 
stanza conjugata à^-h h ^^^ punto raggiante in luogo di A^ , indi partendo dal se- 
condo piano principale applichiamo all'asse centrale un ascissa eguale al valore cal- 
colato di A,+ /, , ed all'estremità di quest'ascissa due coordinate eguali agli ottenuti 
valori di y e 2, avremo segnato la posizione del fuoco conjugato spettante alla lenle 
reale. Per eseguire questo calcolo non ci rimarrà altro a conoscere se non se il va- 
lore della lunghezza focale <f, da cui l'equazione (7) sia soddisfalla. 

Per procacciarci questo valore assumiamo l'equazione (10) dell'Estratto , in cui 
siasi fatto n = 2 , e siansi poste per le Q le loro espressioni segnate (5), pure nel- 
l'Estratto, e, per introdurre le distanze focali conjugale Ao+ /^ , e A, + /( > scrivia- 
mo in essa Ao+ lo— h in luogo di Aq , e A,+ ^ — /, in luogo di A,; la citata 
equazione ci darà 

e riducendo il secondo membro alla slessa denominazione, ed osservando che , colla 
sostituzione dei rispettivi valori di l^ ed /, datici dalle (3) e (5), e colle riduzioni 
somministrateci dalla prima delle (7) (Est.), la quantità 

r.i.P'.»' - PV - U (t;.I.P<." - Pi") 

risolta identicamente nulla, si troverà 

. , . v.ffx." - t>.f.P.")(A.+ k) 

"*• "^ *• - i..v.(A„+ l^i> + t;.{Pi« - t;,i,P<,") ' 

ovvero rovesciando un membro e l'altro 

m ^ - - ^.P;^^ _ t^ P;'^ - Volghi' 1 

^^^ A. 4- /, - pu) - i;,/.pi*> V, vi^ - i;,/.p</> • à;;tt; * 

Ora si può osservare che la quantità P^,'' — vJ^P^^^ , e P^," — vJo^i^ sono suscet- 
tibili d'essere trasformate in due modi. Primieramente mettendo per l^ ed /, i valori, 
e secondariamente facendo uso delle espressioni delle lunghezze focali 

p(i) |>(S) 

che possono dedursi dalle (22) dell'Estratto. 

Per mezzo della duplice sostituzione ora accennata si trova 

Pi" -v.l,n' =1= - «.^."(Fi" + l,), F« -»J.P<,"=1= -i>.P<."(F<«+i„), 

Tom. I. N*. i. ISS8. 35 



donde ricavasi 

(9) «.(Fi" + l,) = t»o(Fi" + i.) = _ * . 

La precedente equazione (8) diverrà quindi coU*U80 di questi valori 

(10) ,, ^ ,, = — P/' 77-^— 7-v ' 

la quale confrontata eolla supposta segnata (7), ci mostra che la dimandata lunghezza 
focale <ff è data da 

(11) ' = -^ 

e perciò, che, in virtù della (8), Tequazione (10) si può anche mettere sotlo una 
delle due forme 

1111 

(12) 



i;,(A.-h /,) "^ t;o(Ao+ g t;,(F5f'-h/.) t;o{Fi«-f-/o) ' 

Nel dedurre resistenza e le proprietà dei centri conjugati principali dei piani prin- 
cipali e della lunghezza focale della lente fittizia non abbiamo preso in considera- 
zione che una sola lente, perchè è principalmente impiegando le proprietà dei detti 
elementi relativi a ciascuna lente che il calcolo degli stromenti ottici può essere ab- 
breviato, quando si voglia tener conto della grossezza delle lenti. Non ometteremo 
però di osservare che basta di cambiare all'indice delle P il valore 2, che gli è stato 
dato, nell'indice generale n, che tutte le formole precedentemente trovate, e quelle che 
hanno servito alle loro riduzioni sussisteranno ancora, e saranno applicabili alla de- 
terminazione dei detti elementi per un sistema composto di un numero qualunque di 
lenti. Vedasi anche l'articolo 1 del Capitolo HI, Parte II. 

5. 

Calcolo degli effetti d'uno stromento ottico coWimpiego deUe distame 
dei centri corcati principali, e delle relative lunghezze focali 

delle lenti fitti%ie. 

•^'^^ofi la considerazione dei centri coniugati principali , e é 

—ooiafA nrìnAÌnalniAntA tw^l fAi*nìpAÌ il nuHnv 
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ticolo 6 del Capitolo II, Parte II, deUa metà Tindice delle funzioni P, il cui numero 
di termini va elevandosi cosi rapidamente col crescere del loro indice da renderne 
presto il calcolo impraticabile , e si sostituisce un processo comparitivamente molto 
più semplice. 

Per vedere come ciò succeda, noteremo primieramente che basta gettar 1* occhio 
sulla seconda parte della Figura III'., nella quale si suppone che i piani principali 
di ciascuna lente dello stromento siano compenetrati eoh quelli passanti pel centro 
ottico rispettivo, e che l'intiero sistema sia traslocato in moda che il primo dei detti 
piani verso l'oggetto si trovi alla medesima distanza da questo, a cui nel sistema reale 
sta il piano principale anteriore della prima lente, e confrontare questa seconda parte 
colla prima rappresentante lo stromento per iscorgere che le direzioni, che prende 
successivamente un raggio qualunque d'un pennello luminoso, ed i punti in cui questo 
raggio sarà intersecato dai piani principali riuniti per coppie, saranno i medesimi di 
quando operano le grossezze delle lenti. Se quindi, impiegando i dati appartenenti 
alle lenti fittizie, determineremo colle formole (5) e (6) del Capitolo II, Parte II il 
valore delle coordinate del fuoco coniugato dell'intero sistema , questi valori coinci- 
deranno con quelli che si otterrebbero dalle stesse equazioni per le coordinate del 
fuoco del sistema reale, prese partendo dal piano principale conjugato posteriore del^ 
l'ultima lente, nel caso che s'abbia riguardo alla grossezza delle lenti. 

Per eseguire il calcolo delle coordinate del fuoco conjugato nel sistema delle lenti 
fittizie, per mezzo delle equazioni (5) e (6) , bisogna conoscere quali valori devono 
sostituirsi in luogo delle coordinate A^ , y^ , z^ del punto radiante, ed in luogo degli 
elimenti Pt y p» 9 p^ 9 e componenti le funzioni Q , al quale oggetto serviranno le 
seguenti rimarche. 

1? Le coordinate tfo e %o rimangono eguali a quelle del sistema reale, la sola 
distanza A^ deve essere cambiata in A^-i-. l^ pel sistema fittizio. 

2? Le j9 con indice pari multiplo dispari di 2, contenute nella serie 

(13) Pa9 P6 9 pio ' ' ' ' Pu-^2 > 

essendo, giusta le formole (6)' del Capitolo III, Parte I, proporzionali alle grossezze 
delle lenti, che sono nulle nel caso delle lenti fittizie, le dette p saranno pure tutte 
nulle. 

3? Le j9 con un indice multiplo di h sono date , giusta le citate formole , dal 
prodotto della velocità della luce nel mezzo che separa due lenti successive multi- 
plicata per la loro distanza reciproca. Se indichiamo con A, , A^ , A3 . . . A,, le di- 
stanze dei fuochi conjugati dai centri di figura delle rispettive superficie delle lenti 
nel sistema reale, e con lo 9 /, , /« • • • ^n quelle dei corrispondenti piani principali, 
le prime essendo prese verso l' estemo della respetliva superficie della lente quando 
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i loro valori sono positivi» e verso rintemo quando sono negativi, e le seconde vi- 
ceversa; è facile di vedere che le distanze reciproche dei piani saranno date da 

A,-h /,+ A.+ /. , A3-I- /3-h A4-I- ^4 . . . . A.^, + 1.^, + A,, + /.. : 

ma nel caso reale si ha 

A,+ A,= hi , A34- A4= hs A,^, H- A,^ = fc,,^, 

quindi introducendo questi valori, quelli delle p con indice multipli di k componenti 
la serie 

saranno dati da 

In quanto alle p con indice dispari, queste secondo le osservazioni fatte nell'articolo 6 
del Capitolo II, Parte II, non entreranno nelle nostre formole che sommate per cop- 
pie, cioè non avremo a considerare che i termini delle serie 

(16) f t-4- f 3 » P5-f- Pj" ' ' fa— . + P%n+i 

che giusta l'articolo testé citato eguagliano ciascuno il respettivo valore inverso del 
prodotto della velocità della luce nel mezzo in cui passa il raggio uscendo da una 
lente per la lunghezza focale della medesima, ossiano rappresentano i successivi va- 
lori di 

1 1 1 

Va ?i ' V4 ?« «'a»?» * 

che come abbiamo visto nell'articolo precedente sono espressi da 

1 1 1 

^^^^ t^a(/,+ M' t^4(/a+ h) ^^IjLA^nZJ* 

Ma se noi supponiamo di fare colle citate formole (5) e (6), il calcolo approssima- 
tivo del fuoco conjugato del sistema reale, trascurando le grossezze delle lenti, dob- 
biamo, come è stato notato nell'articolo 6 testé menzionato, fare le p della serie (13) 
tutte nulle, sostituire alle p comprese nella serie (14) respettivamente le quantità 

(14)' vjii , ^4^5 t;.A»+i 

ed alle coppie delle p con indici dispari, componenti la serie (16), le quantità 

1 1 1 

^a/i * ^4/a V,»/»' 

dunque se nelle formole ottenute col calcolo approssimativo, in cui siano trascurate 
le grossezze delle lenti, cambiamo le quantità della serie (14)' in quelle della serie 
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(14), e le quantilà della serie (17)' in queUe della (17), otterremo dalle medesime 
formole quelle eorrispoodeoti al sislema fiuisio, applicabili al caso in cui si yo^ 
tener conto della groesesza deUe lentL 

Facendo pertanto le indicate sostituzioni nelle formole, ritrovate negli articoli 4, 
7 ed 8 del Capitolo II Parte D, spettanti al microscopio semplice , ai telescopi di 
Kepler e Galileo, ed al dinametro e prendendo per A^ la distanza dell' oggetto dal 
primo piano principale del sistema, espresso da A^h- I^, e per A la distanza dell'im- 
magine presa dall'ultimo piano principale, espressa da A -f- i, si otterranno le rispet- 
tive fDrmole, nel caso che le grossezze delle lenti non debbano essere trascurate. 

Noteremo che i valori di lo ^ 'i espressi per mezzo dei raggi di curvatura della 
lente e della sua grossezza, non che delle velocità della luce nel mezzo che la com- 
pone, e di quelli cbe le sono in contatto, si ottengono ponendo nelle formole (3) e (5) 

e poi prendendo 

^ _, (^ — *i)*i Pi K 1 (i — *»)*«Pa^ 

** «1 Pi— «a Pa— «. «a fc* ' ' «, P,— «a Pa— «, «s K 

Quando la lente é inmiersa nello stesso mezzo si ha v^=s v^ ed »,^ », , e quindi 
le due formole precedenti danno 

I (i — «i)pi K I (1 — «,)p» K 

Pi— Pa— «• *a Pi — Pa— «, K 

Terminerò questa Nola col ringraziare il Prof. Cattaneo d'avermi offerto l' occasione 
di supplire ad un'omissione ndla mia Teoria d^ stranienti ottici, ciò che parmì di 
aver conseguito non senza qualche novità. 
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SULLE LINEE DEL TEB7 OBDIFIE A DOPPIA CURYATUBA. 

NOTA 
DEL SIG. PROF. LUIGI CREMONA. 

(CoBtiraaiMMe • ine T. psg. 114.) 



15. Qnalaiiqiie piano Ungente alla cubica gobba 2) nel ponto di parametro o è 
rappresentato da un'equazione della forma : 

A — 2«B -+- tó'C — ;i(B — 2mC -+- «T)) = 

ove X è iin*indeterminata. Questo piano, oltre al toccare la linea nel ponto m , la 
sega nel ponto di parametro X. Sia data la retta : 

/A -4-mB + nC = , fB 4- m'C -h nD = ; 

on piano qoalonqoe passante per essa : 

lA -h mB -f- nC 4- kitB -+- m'C + nD) = 
sega la cubica gobba ne'tre ponti, i parametri de'qoali sono le radici della equazione: 

la^ -+■ nUù* -H iKa 4- kifta^ -f- m w -j- n') = 

epperò quel piano sarà tangente alla linea, qoando qoest'oltima eqoazione abbia doe 
radici egoali. Ora la condizione della egoaglìanza di doe radici di qoell'eqoazione è 
un'eqoazione del qoarto grado in k; donqoe per ona data retta qoalsiyoglia passano 
in generale qoattro piani tangenti ad ona data cobica gobba (38). Qoesta proprietà 
si può esprimere ancbe dicendo cbe una data retta qualunque incontra al più quattro 
rette tangenti di una stessa cubica gobba. Se la retta data si appoggia in on punto 
alla cubica gobba, essa incontrerà al più due rette tangenti, oltre quella che passa 
per quel punto. Se la data retta fosse una corda della cubica gobba, essa non in- 
contrerebbe alcuna tangente oltre le due passanti pe*termini della corda. Ne segue 
ancbe che due tangenti della cubica gobba non sono mai in uno stesso piano. - Date 
quattro rette tangenti alla cubica , vi sono al più due rette che le segano tutte e 
quattro. 

16. Intorno alla retta /Essa: 

A - 0B - fc(B — fiC) = , B — fiC — ik(C — OD) = 

cbe incontra la cubica gobba 2) nel solo punto di parametro 0, s'immagini ruotare un 
piano, l'equazione del quale in una posizione qualsivoglia sarà : 

A - OB — (fc H-/)(B — OC) H- tó(C — OD) = 
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ove l è indeterminata. Questo piano incontra la cubica gobba in due altri punti ohe 
hanno per parametri le radici dell'equazione quadratica : 

«*— (fc H- /)» -h tó = 

e la retta che unisce questi due punti è rappresentata dalle equazioni : 

A — (fc4-/)B-i-iMC=.0, B — (fc-f.0C-hWD=O 

dalle quali eliminando l si ottiene la : 

(A — hB){C — kD) — (B -- fcC)(B — AC) = 

che rappresenta un iperboloide ad una falda passante per la cubica gobba. Dunque: 
se intorno ad una retta appoggiata in un solo punto ad una cubica gobba si fa ruo- 
tare un piano, questo incontrando la linea in due altri punti , la corda che ubisce 
questi due punti genera un iperboloide passante per la cubica (11). 

17. Se si scrive l'equazione generale di una superficie del second'ordine e se ne 
determinano i coefficienti, almeno in parte, per modo che essa passi per la cubica 
gobba 2), si trova che Tequazione più generale di una superficie del second' ordine 
dotata di tale proprietà è : 

5) a(B*— AC) -f- *(C'— BD) -h c(AD — BC) = 

ove i rapporti a: b i e sono due arbitrarie indipendenti. Questa equazione rappresenta 
evidentemente una superficie rigata, ed in generale dotata di centro, epperò un iper* 
boloide ad una falda (13). Ne segue che, per un iperboloide , il passare per una 
data cubica gobba equivale a sette condizioni, onde se un iperboloide ha sette punti 
comuni con una cubica gobba, questa giace interamente sulla superficie (15). Le due 
arbitrarie che entrano nella equazione generale d* un iperboloide , passante per una 
data cubica gobba, si potranno determinare in modo che la superficie passi per due 
punti dati nello spazio, o per una retta ohe abbia un punto comune colla cubica , 
per due rette corde della cubica , o per un punto dello spazio e per una corda 
della cubica medesima (16, 19, 20, 24). 
L'equazione 5) può essere scritta cosi : 

(cA — *A)(cD — aC) -+- (aB — cC)(cB — OC) = 

da cui risulta che le generatrici rettilinee di un sistema si possono rappresentare colle 
equazioni : 

6) cA — *B H- X(aB -^ cC) = , cB — òC — X(cD — oC) = 
e quelle dell'altro sistema colle equazioni t 

7) cA — òB-f.f*(cB — M:) = 0, aB — cC — f*(cD— aC) = 0, 
\ e fi indeterminate. Se nelle equazioni 6) si pone ; 
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X, y sono : 

— B(aj -h y) H- C«y + A == , — C(« H- y) -h Dxy H- B = 

dalle quali tre equazioni eliminando x + y ed xy si ha la : 

B C A 

C D B c:=0 

che è della forma 5), epperò rappresenta un iperboloide passante per la cubica gobba. 

Combinando la proprietà espressa in questo paragrafo con quella del paragrafo 16, 
si ha il seguente enunciato : se per una retta che s'appoggi in un solo punto ad una 
cubica gobba si fanno passare quanti piani si vogliano, le coppie di punti in cui essi 
incontrano nuovamente la curva sono in involuzione. 

19. Siano : 

A = 0, B=0, C=0, D=0, E = 0, F = 

le equazioni di sei piani; saranno : 

A— XB = 0, C — XD = 0, E — XF=U 

le equazioni di tre piani omologhi in tre fasci omograGci. Da queste equazioni eli- 
minando X si hanno le: 

AD-BC=0, AF — BE=0 

equazioni di due iperboloidi aventi la generatrice comune A = B = . Dunque il 
punto comune ai tre piani omologhi ha per luogo geometrico la cubica gobba , co- 
mune ai due iperboloidi (27). 

Ora i due sistemi di generatrici del primo iperboloide sono rappresentabili colle 
equazioni : 

1? sistema A — fAG = 0, B— fxD = 

2? sistema A— XB = 0, C — XD = 

e pel secondo iperboloide: 

1? sistema A — f^'E = , B — f*'F = 

2? sistema A — X'B == , E -^ X'F = 

e si osservi che la generatrice comune A =» B =» appartiene al primo sistema per 
entrambi gl'iperboloidi. Se si pone A : B : C : D = u^ :&)*:&>: 1 nelle equazioni delle 
generatrici del primo iperboloide, ovvero se si pone A : B : E : F = 6^: 0^: d : 1 nelle 
equazioni delle generatrici del secondo iperboloide, si trova che la cubica gobba in- 
contra in ciascun iperboloide in due punti le generatrici del primo sistema (cioè di 

Tom 1. N.* 6. 1868. 36 
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quello coi appartiene la generatrice comune), mentre incontra in un sol punto cia- 
scuna generatrice dell'altro sistema (26). 

20. Considerando i duo iperboloidi : 

a(B*— AC) -h *(C*— BD) H- c(AD — BC) = 

a'(B*— AC) -h b'{C— BD) + c'(AD — BC) == 

qualsivogliano fra quelli passanti per la cubica gobba 2), osservo che queste equa- 
zioni sono entrambe soddisfatte dalle : 

cA — òBh- X(aB — cC) = , cB — bC — \{cD ^ aC) = 
ove sia: 

, bc'^Vc 

A 5= -^T r 

oc — ac 

dunque due iperboloidi passanti per una stessa cubica gobba hanno necessariamente 
una generatrice comune (25). 

21. Si trasformi la funzione quadratica a quattro variabili A, B, C^D: 

AD — BC 

sostituendo alle variabili medesime altrettante funzioni lineari di altre variabili A', 

B', C, D', e si determinino i coefficienti della sostituzione in modo che la funzione 

trasformata sia : 

AD' — ve. 

Applicando le formolo che il professor Brioschi dà in una sua Nota sulle forme qua- 
dratiche (Annali di Tortolini, giugno 1854), si trova la seguente sostituzione : 

^ = XVA'-hf*«-f-X'C'-hD 
a 

?= VA' + fi'B+XC'-l-D' 



£ = XVA'H-fJB'-+-X'C'-|-D' 
^ = VA' + fi» + XC'-h V 



o reciprocamente 



~ = A ^ XB — fxC -h XfxD 
» 

-- = A-XB — fxC-i-X'fxD 
e 

— !^ = A — XB — f*'C -1- VD 



a 
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Le quantità a, by e, d, X, fx, X', fi sono legate da due sole condizioni : 

ad=^bc^ — — -7- - 

(X— X)(fx— fi) 

per cui la sostituzione contiene sei arbitrarie, fra loro indipendenti. 

Per un sistema di valori particolari di queste arbitrarie otterremo sull*iperboioide: 

AD — BC=A'D' — B'C =0 

due cubiche gobbe, l'una rappresentabile colle equazioni; 

8) A'C- B'^ == , B'D' - C" = 
e Taltra colle : 

9) A'B' - C"= , CW- B'*= 

oltre poi quella più volte considerata, che è rappresentata dalle 1) o dalle 2). 

22. I due sistemi di generatrici deiriperboloide AD — BG = sono rappresene 
tati dalle equazioni : 

V. sistema A--«B = 0, C — wD«=0 

2? sistema A— 0C = O, B— 5D = 0. 

Ora dalle formole di sostituzione risulta evidente che i piani A'=sO, B'=0, G'=0, 
iy=0 passano rispettivamente per le generatrici del primo sistema: 

A— XB = A-X'B = A — XB = A — X'B = 
C - XD = 0' C - X'D = 0^ C - XD == 0^ C - X'D = 

e per le generatrici del secondo sistema : 

A - fxC = A — fiC = A — f*'C == A - fx'C = 
B — fxD=0^ B-fxD = 0^ B — f*D = 0' B-f*T)=0 

dunque i due sistemi di generatrici dell'iperboloide saranno anco rappresentabili colle 
equazioni : 

1? sistema A'— xV= , C— xV= 

2? sistema A'— yC'= , B'- yV= 0. 

Ne segue che fra le tre cubiche gobbe sopra menzionate la 1) e la 8) incontrano 
ciascuna generatrice del primo sistema in un solo punto e ciascuna generatrice dell' 
altro sistema in due punti; mentre la 9) incontra ciascuna generatrice del primo si- 
stema in due punti e ciascuna del secondo in un solo punto. Cerchiamo in quanti 
punti si seghino le linee 1) ed 8), ed in quanti le 1), 9). 

Per trovare i punti comuni alle linee 1), 8), nelle 8) pongasi 

A : B : C : D = »': w*: m : 1 ; 
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quelli corrispondenti ad u = e ad u = oo , per cui nella (10) si dovrà porre: 

fc 4-1 = 0, /x=ikX*, ^'^a'* 
k indeterminata. La 10) diverrà : 

2a>*— «(1 H- k)(X 4- V) 4- 2AcXX' = 

e poiché i coefficienti di questa equazione devono essere invariabili, le X, X', k saranno 
legate dalle relazioni : 

(1 4- k){X -I- X') = 2« , ^ XX' = p 

ove (Xj |3 sono costanti determinate. Quindi nelle equazioni 8) si potranno esprimere 
tutte le indeterminate in funzione di k che rimarrà solo parametro variabile dalFuna 
all'altra cubica gobba. Ora osserviamo che un punto qualunque delFiperboloide, con- 
siderato come rintersezione delle generatrici : 

A~a;B = 0, C-«D = 0; A — ^€ = 0, B-j^D = 

può rappresentarsi colle equazioni : 

k : B : C : D = yx : y : X : ì. 

Per avere i punti in cui la linea 8) incontra la generatrice : 

A — |/C = 0, B— j^D=0 

pongansi i valori precedenti nelle 8); si avrà: 

{y - f')(« - *)•- {y - fX* - >r= 

ossia : 

11) «fcc'- {y -I- P)(l -I- *)« 4- «y = 0. 

Siano a^ ed Xt i due valori di x dati da quest'equazione; sarà : 

«o"t-Wi -^ , Xq X, -= j^ 

dunque, indicando con M, N quantità soddisfacenti alle: 

y 4- p == My = N 

avremo : 

«(Xo-f- X,) — BlxoX,— N = 

ossia: le coppie di punti in cui la generatrice A — i^=0,''D — 2^ = (che 
appartiene al secondo sistema) è segata dalle cubiche della famiglia 8), cioè da più 
cubiche poste su di uno stesso iperboloide, ed aventi quattro punti comuni, sono in 
involuzione (34). 

24. Per avere il punto in cui la cubica 8) incontra la generatrice del primo si- 
stema : 
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A-a;B = 0, C— a:D = 

consideriamo y come incognita nella equazione 11) : 

_ Px 4- kxjfi — ax) 
^ "" « — «(H- ik) 

Ora cerchiamo il rapporto anarmonico de'quallro punti, in cui la medesima genera- 
trice è segata da quattro linee della famiglia 8), corrispondenti a k=skt , k^^k^, k^» 
Tale rapporto anarmonico sarà quello de' quattro piani passanti per gli stessi punti 
rispettivamente, e per una retta qualunque, per esempio B == G = 0. Il piano pas- 
sante per questa retta e per uno qualunque di que*quattro punti è : 

Ba: — |/C = 
ossia ponendo per y il suo valore : 

B{« — a:) - (3C — Ac {xB -f- (P — ««) CJ = 

Cambiando la cubica gobba cambia soltanto k , quindi il rapporto anarmonico richiesto 
sarà : 

{k,-K){k,^k^) 
(A.- k,)(k,^ Af4) 

quantità indipendente da x. Dunque : il rapporto anarmonico de'quattro punti in cui 
quattro cubiche poste su di uno stesso iperboloide e aventi quattro punti comuni in- 
contrano una generatrice di quel sistema, che è intersecato in un solo punto per ogni 
generatrice, è costante, qualunque sia la generatrice (34). 
25. Dati nello spazio sei punti , siano : 

A'=0, B'==0, C'=0, D'=0 

le equazioni delle facce del tetraedro determinato da quattro fra que'punti ; le fun- 
zioni A', B*, C, D' s' intendano moltiplicate per tali costanti che il quinto punto sia 

rappresentato dalle : 

A'= B'= C= D' 
e il sesto punto sia : 

a b e d ' 

Allora la equazione de' due coni di second' ordine passanti entrambi per questi sei 
punti , ed aventi il vertice V uno nel punto A' = B' = C >= , V altro nel punto 
D'= B'= C'= , saranno 

tt(ò~c) . bjc^a) . c(a-^b) d(b^c) . ò(c~d) . c{d—b) . 
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Posto : 

B = c(ò— d)B'-|- b{d-'C)C ; C = c{b-a)V-h b{a--c)C 
A 



a{b'-a){a — e) 
D 



= cft{a— d)*(c-ò)A'-h ac(ò-d)*(a— c)B'-f. òa(c-d)'(ò--a)C' 
= cft(d—a)*(c— ò)D'-4- dc(b-a)^(d-'C)«-+-bd{c-a)^(b-d)C 



d(ò-.d)((|-c) 

le equazioni dei due coni divengono : 

AC — B"=0, BD-C'=0 

quindi le equazioni della cubica gobba passante pe*sei punti dati sono : 

A ; B : C ; D =5 co^: co": w : 1. 

26. Si considerino ora le cubiche gobbe passanti pe* primi cinque punti dati e 
appoggiantisi ad una retta passante per uno di questi punti. Siano 

A': B': C'= a : j3 : y 

le equazioni di questa retta ; tutte le anzidette cubiche saranno situate sul cono di 
second'ordine : 

12) _-^4.-_r--f--gT-=0 

e una qualunque di esse sarà l'intersezioDe di questo cono e di quest'altro : 

,,. (P-y) ■ P(y» - *) , y(i - fa) „ 

13) -D^ + — W~^^-~C — = " 

ove z varia da una cubica all'altra. Ciò premesso , passo a dimostrare il teorema : 
quattro cubiche gobbe situate su di uno stesso cono di second'ordine ed aventi cin- 
que punti comuni incontrano una generatrice del cono in quattro punti, il rapporto 
anarmonico de'quali è costante qualunque sia la generatrice. Una generatrice qua- 
lunque del cono 12) è rappresentata dalle equazioni : 

14) B'- hG= , Hl3— 7)C'-I- {P{y— «) -I- M«— P)} A'= 

h indeterminata. Per determinare il punto in cui questa generatrice è incontrata dalla 
cubica 12)9 13) cerchiamo le equazioni della generatrice secondo la quale il piano 
B'— fcC'= sega il cono 13); esse sono : 

15) B'- hG= , fe(p— y)C'-f- {(3(y»— 1) -I- MI— N}I>= 

quindi il punto richiesto è determinato dalle tre equazioni 14) e 15) . Dando a z 
quattro valori particolari z, , z, , Z3 , z^ successivamente, otterremo i quattro punti in 
cui la generatrice 14) è incontrata da quattro cubiche gobbe passanti pei cinque 
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punti dati e appoggiate alla retta data, eiaaeaoa in an altro ponto. D rapporto anar- 
monico de'quattro punti è eguale a quello de' quattro piani condotti per essi rispet- 
tivamente e per una medesima retta qualunque , per esempio la C = V == 0. Le 
equazioni de'quattro piani sono : 

E 4- z4y= ; (r == 1, 2, 3, 4) 
ove : 

Py(i - &) E = fc(P - 7) C + (fcy- «ly 

epperò il rapporto anarmonico in quistione è : 

quantità indipendente da h^ e, d. d. 

27. U piano osculatore della cubica gobba 2) nel punto, di parametro » taglia la 
superficie sviluppabile 3), di cui la cubica è lo spigolo di regresso, secondo la co- 
nica rappresentata dalle equazioni : 

A — 3«B -f- 3tó*C — tì^D = , (A — »B)*— 4«*(B*— AC) = 0. 

Lo stesso piano osculatore taglia il piano : 

B — fcC = 

secondo una retta, il cui polo rispetto alla conica anzidetta é rappresentato dalle 
equazioni : 

A : B : C : D =3= 3^*: 6>(26> — fc) : w — 2fc: — 3 

dalle quali eliminando &> si hanno le : 

2A — 3fcB— 3fc"C -H 2*^) = . fc(3C — 2ikD)*-f- AD = 

rappresentanti un'altra conica. Ossia : un piano osculatore variabile di una cubica 
gobba taglia un piano fisso secondo una retta, e il fascio delle rette tangenti alla eo- 
bìca in una cornea; il polo di questa retta rispetto a questa comica ha per &1090 
^eomelneo un'altra cornea. Per brevità U piano di quest'ultima conica si dirà con- 
giunto al dato piano fisso. 

Se il piano fisso si suppone a disianza infinita, il teorema precedente aomministra 
quest'altro r f ceutri ddle comtke risultanti dal segare coi piani osculatori d* una 
eubica gobba U fascio ddle sue tangenti sono tutti in una stessa eoniea. 

L'equazione del piano fisso ora sia : 

16) A — (X H-^ -+- v)B -h G» -+- vX -f. V)C — V» D= 

cerchiamo l'equazione del piano con^mmIo. A tale uopo osservo che alle equazioiii 2) 
si ponno SQBtituiie le segiienti : 



ove : 



e inoltre: 
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A':B':C:D'«»^:«':«:1 

A'=: A — 3vB -I- 3v*C — v^D 
B'= A -- (2v -+- ft) B -+- v(2fi -H'v) C — fiv*D 
C'== A— (2fi -I- v) B -f- fi(2v H- f*) C — v,**D 
D'= A — 3f*B H- 3f**C — f*^D 

6) — y 
X = 



tu fX 

Per questa sostituzione l'equazione del piano fisso 16) diviene : 
ove : 

epperò l'equazione del piano congiunto sarà : 

2A'— 3itìB'— 3ik*C'4- 2ifc3D'= 
ossia : 

17) A — (X'-f. fi'4- v')B -f- (vVh- XVh- |ii'X')C — X^v'O = 

ove : 

X(fx H- v)— 2fAv , fi(v -f- X) — avX v(X 4- 1^) — 2Xfi 

'*2X — 0*-f-v)' '^ 2ft — (v-f-X) ' 2v-.(X4-f*) 

Da queste ultime equazioni si ricava reciprocamente e 

_ XVHrv')— 2fxV __ m'(v'h- X') — 2v'y _ v'(X'4- |m') — 2Xy 

^- 2X*- (,**-f- v') • '*- 2p'-(v'H-X') ' '- 2v'-. (X'H- /*') 

onde segue che» se il piano fitto è rappresentato dall'equazione 17) » il piano cov^ 
giunta lo sarà dalla 16). fi poi degno d'osservazione che i sei punti di parametri 
X,/ui,v; X\fi\v\ ne'quali i due piani 16) e 17) congiufUi l'uno all'altro incontrano 
la cubica gobba, costituiscono un sistema in involuzione. Goè : se un piano è con- 
giunta ad olirò, vieevena questo è congiunto a quMo; e i sei punti in cui la cubica 
goiba è incontrata da due piami fra ìoro congiunti sono in involuMone. 
28» Continuando nell'argomento del paragrafo precedente, pongasi : 

A"=« A — 3v'B -<- 3v»C — v'n) 

8"= A — (2v'-f.ft')B -f. v'(2i^^'H- v')C— f*V*D 
C"« A - (2/*'4. v')B 4- ft'(2v'-f. /«')C— vV*D 
»»- A - SfiB 4- 3fi"C - f.''D 
ToB. I. N*. 6. issa. 37 
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Essendo E= H = » £'<= H'= le equaziooi delle due direllrici rettilìnee, la ge- 
neratrice potrà rappresentarsi colle : 

E — XH=:0, E — X'H'==0 

purché si determinino X e X* in modo che queste equazioni siano soddisfatte entrambe 
dalle 2) ossia da : 

E : H : E^ H'= (m— C)(«— d) : w(w— a)(w— ò) : {(ù—y){(a—è) : «(w— «)(«— P) 

onde dovrà essere : 

^ ^ (ca — C){(ù — d) ^ ^, ^ (o) — y){(ù — a) 

(ù((ù — a)(w — b) (ù{cù — «)(« — j3) 

Le equazioni della retta generatrice saranno per conseguenza : 

a)3E — w>F -I- «G — ed H = , tó^E'— w'F' -h «G'— yaH'±= . 
Il risultato della eliminazione di u da queste equazioni è : 

K'G — KG' KF'- K'F K'E — KE' 

KF' — K'F K'E — KE'-i- FG'- F'G GÈ' - G'E = 

K'E — KE' GÈ' — G'E EF' — E'F 

ove K = ed H , K'= yd H'. Dunque il luogo richiesto è una superficie del sesto or- 
dine (57). 

Veniamo ora ai casi particolarie 

l?Sia a:=c 9 cioè la prima direttrice rettilinea si appoggi in un punto alla eu- 

(tt —— d 
bica gobba « allora si ha X == . - ■ , quindi, posto L = H 4- 6£ , si ha Tequa- 

LK'— dHG' dHF'— K'E - dH 

rfHF'-- K'E — dHE'4- EG'— F'L L = 

— dHE' E'L E 

che è del quinto grado rispetto alle coordinate A, B, G, D (58). 

2? Sia as=c, ò=d, cioè la prima direttrice rettUinea si appoggi alla cubica in 

1 
due punti; allora X = -, quindi si ha Tequazione : 

ff E'— ff EF'4- HE* G'— yaE'H'= 

che è del quarto grado (59). 

3? Sia a=c, a = y , cioè le due direttrici rettilinee si appoggino ciascuna in 

un punto alla cubica gobba : allora X=s-^ ;-^ , X'= -^^ ^^ quindi si ha : 



zione : 



&>(•> — b) 



(k>(w— ^) 
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[dHE'- aH'E]*- [ffl'(H 4- bE) - <«(»+ pE')] [E(BP-f.pE') - E'(H H- 6E)]= 

equizione del quarto grado (59). 

4? Sia a = e , 6 = d , « = 7 cioè una delle direttrici rettilinee si appoggi in 

1 , «—d 
due ponti e l'altra in un solo punto alla cubica gobba: allora X=s -. ; X = «-^ ^. > 

e si ha la : 

ff E*— HE(H'+ PE') + dE*ff«= 

equazione del teno grado (60). 

5! Finalmente, se fosse a = c, ^s^d, «=/» 1^=^^» cioè se le due diret- 
trici rettilinee fossero entrambe corde della cubica gobba, le equaiioni della genera- 
trice sarebbero : 

oiE — H:<=0, «F— ff=0 

da cui eliminando u si ha : 

EH'— EU = 

equazione rappresentante un iperboloide (60). 

Nel 4! caso la superficie rigata è, come si è veduto, del ten'ordine. La diret- 
trice rettilinea E = H «» corda della cubica gobba ha .la proprietà die da cia- 
scun punto di essa partono due generatrici, le cui equazioni sono : 

«E — H = , (d — tó)ff— «(P — «)E = 

«'E — H = , (d — » )»— «'(P — «')E'= 

ove: 

d(&i -f- w) — wtó* — 3(3 = 0. 

Queste due generatrici, partenti da uno stesso punto della direttrice E = H = in^ 
eontrano la cubica gobba ne'punti che hanno per parametri •», ». Le c<^ppie di punti 
analogiii a questi due sono in involuzione, il che risulta dalla equazione die lega in- 
sieme Ci», ». Perciò le corde della cubica congiungenti i punti omologhi sono genera- 
trici dell'iperboloide : 

AC — B*-f- d(BC — AD) + ap(BD — C*) = 

il quale passa per la cubica gobba e per l'altra dirattrice rettilinea E'^s W^= 0. 

30. La retta B = C = corda della cubica gobba 2) sia l'asse eomune di due 
haà omografici di piani. Sia l'equazione d'un piano qualunque del primo fascio : 

B — «€ = 

quella dd piano omologo nell'altro fascio sarà : 
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Uy b^ c, d costanti arbitrarie. Questi due piani incontrano la cubica gobba ne*due punti, 

A ^4" Òùà 

i paràmetri de* quali sono &> ed ^; la retta che unisce questi punti è: 

(e 4- d») A — {a 4- (6 4- c)m -f. dto*} B H- (a H- J«)a C«= 0# 
(e -I- dto) B — {a 4- (6 4- c)w 4- da*] C 4- (a 4- H» D = 0^ 

quindi -il luogo geometrico di questa retta è una superficie del quart'ordine. Per cia^ 
scun punto della cubica gobba passano due generatrici della superficie; infatti consi- 
derando le due divisioni omografiche sulla linea , se il punto &> si risguarda come 

A 4* boi 

appartenente alla prima, gli corrisponde nell altra il punto -r- , e se lo stesso 

punto u si considera come appartenente alla seconda divisione, gli corrisponde nella 

pnma il punto . ■ ■ ; e le due rette congiungenti il punto « ai punti . ■ > 

sono, per la definizione della superficie, generatrici di questa. Ne segue che 



dna — b 

la cubica gobba è una linea di stringimento per la superficie medesima (55). 

31. Abbiansi sulla cubica gobba 2) quattro punti di parametri ^i , ^^ , 0$, &4 , 
e un punto dello spazio, per es. quello rappresentato dalle equazioni : 

(8) A:^0, D^O, B — eC*=0 

Le equazioni delle quattro rette 1, 2, 3, 4 che congiungono quest'ultimo punto ai 
primi quattro sono : 

A : B— eC :D = e; : M^^ — 9): 1 (r = 1, 2, 3, 4) 

Il piano delle rette 12 et 

(«.H- 0,-d)A 4- e,o,\e,e,^ e{e,^ 9^)\ D - (^J 4- Ma-f-ejXB- eC)^o 

esso incontra la cubica gobba nel punto il cui parametro è : 

6(^.4- eO- e A 



w, 



^4- e,— 9 
cosi il piano delle rette 34 incontra la cubica gobba nel punto t 

Il piano determinato dai punti &>,,•>, ^ dal punto 18) incontra la cubica medesima 
nel punto che ha per parametro : 

__ g(to,4-<a>) — a,a)^ g^,— g*Sa4- 84 
~ «,4-«,— ^ «'— ^a4- S3 
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ove S,. é li somma de*prodolli delle 9, , 0^ , 03 , 04 prese ad r ad r. Questo ponto 
il cui parametro x è una funzione simmetrica de'parametrì 0| « 0, > 03 » ^4 varia perciò 
soltanto col variare de'punti dati ; esso punto si chiamerà opposto ai quattro punti 
0i > ^a > ^3 9 ^4 rdativameiue al punto 18) (per quesU denominazione veggasi Salmon, 
on Aekigf^er piane curves, pag. 133). 

Ora considero il cono di second 'ordine : 

A*-f- l(B — 0C)*-h mD*4-fiAD -|-pA(B— 0C) 4- ^D(B — 0C) = 

ehe ha il vertice al punto 18); questo cono incontra la cubica gobba in sei punti, 
ì parametri de'quali sono le radici della equazione : 

*i*-+-l»*(*i — 0)*-f- m 4- ««^-4- /H»*(« — 0) -f- ^(« — 0) = 0. 

Siano 0, , 0, , ... 06 queste radici « e Z^ la somma dei prodotti di esse medesime 
prese ad r ad n avremo le : 

Z.= — ji, Z.= / — p0, Z3=2tó — ii, Z4=^-f- 10*, Zs=qO, Z6= m 

da c«i eliminando i, m, », p, f sì ha : 

0*Z,— 0^Z,^ 0Z|— Z5=: 0. 

Se in qvesla eq^anone sì rendono esplìcite le quantità 0$ , 06* essa prende la forma: 
19) «(0$4- 06) — *«s«6-+- e = 

« = 0*— 0^4-083— S4, * = 0^— «8,-+- S3 , e = 0*S,— 0^,-!- 0S4 

L'eq^anone 19) dimostra cèe : t sei jNoifi m ad urna cMea foièa è i meo mt r at a da un 
osna «Il iipcgmr<rd6te sono m èwobtsiome. Questa proprietà sì potrebbe dedarre anche 
éal leoraKa ewucìalo in ine del parag. 18. Il piaao de* éat p«ad 0$ • ^6 ^ ^^ 
fMUft 18) ìaeoain h eibìca gobba nel porto il c«i parametro é: 

SM in Tìrlà detta 19) e detta ìdestìca: 

•0 — è0*-*.c = 6 
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OssBftVAZiONB. Se nei paragrafi 8, 9 e 10 si mutano i segni delle quantità y, 2^ m 
le foraiole riescono del tutto simnetnehe; l'equazione Mia Uosa 4) può allora scri- 
versi cosi : 

e le equazioni delle rette tangenti ne'tre cuspidi divengono : 

y — 2=0, 2--« = 0, X — y = 
equazioni soddisfatte da x s= y = z. 

Cremona, giugno 1858. 
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LA TEORICA DEI COVARIANTI E DEGLI INVARIANTI DELLE FORME BINARIE 

E LE SUE PRINCIPAU APPUCAZIONL 

MONOGRAFIA 

DEL PROF. FRANCESCO BRIOSCHI. 

Gap? 1? Definizioni. 
1? Una funzione omogenea di due indeterminate : 

u = tto 05* -f- wa, »""• y 4- -^-^ — - «t «"'"* !^*-H • • • 4- «a— i «jT"'-*" «• iT 

denominasi forma binaria dell'ennesimo grado, ed indicasi per brevità col simbolo : 

K> «i » a». . . .a,){«,j^)\ 
Suppongasi che operando su di essa la sostituzione lineare: 

(1) « = «{ -f- 13») , j^ = yj 4- ^ti 

si ottenga la trasformata: 

(2) (ao , a, ... aJ(«J -h I3r) , yj -4- ar,)-= (Ao , A. ... A.)(?, ì,)*= U ; 

ogni funzione f (ao > a, ... a,» , x, y) omogenea sia rispetto alle a^^a^.^a^ come alle 
Xy yj la quale soddisfa alla condizione : 

(3) («a — Py)'* (pK , a, ... a, , «{ 4- Pm , yl -f- dio) = <p(Ao , A, ... A, , ?, ti) 

sì denomina covariante della forma binaria u; ed ogni funzione 4'(ao » a^ ... a.) omo- 
genea rispetto alle Oq, a^ .,. a^ per la quale sia soddisfatta la condizione : 

(«d — Py)" 4»(ao , a, ... aj = «KAo , A, ... A.) 

dicesi invariante della forma u. I numeri /x, v sono evidentemente interi è positivi, 
ed il determinante aò — ^ chiamasi il modulo della sostituzione. 
Esempio, La forma binaria del terzo grado (forma cubica) : 

trasformasi per la sostituzione lineare (1) nella : 

(Ao , A, , A, , A3)(?, Y))' , 
essendo : 

Ao= (Oo ya^.a^, a^)(a, yf , Aj^ (ao , a, , a, , a3)(p, à)^ 
«A fldAo . dAo . dAs dAj 
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Sieno : 

<p(ao , a, , a, , aa , «, y) = (Oott,— aj , \ {a^^—a.a^) , a.aa ~ a\){Xj y)* 
+{«0 » «1 > «a » «a) = aJ «! - fitto a, a^a, — 3aJ aJ -h 4ao aJ -l- 4aJ a^ 
si verificherà facilmente essere identiche ciascuna delle equazioni : 

(«a — Py)^ (f{ao , .... aa , «{ h- p»j , y{ -+- dyj) = (p(Ao, A, , A, , A3 , {, n) 
(«a — (3/)* 4»(ao , a, , a, , a^) = ^'(Ao , A, , A, , A3). 

Osserviamo che supponendo il covariante ?(ao » a, .... a^ , x,y) di grado m rispetto 
alle indeterminate, e di grado p rispetto ai coefficienti tto > a, .... il primo membro 
dell'equazione (2) sarà del grado 2|ui -f- m , ed il secondo membro del grado np ri--^ 
spetto alle a, jS» /> ^ ; essendo tutti i coefficienti Aq » A, .... del grado n relativamente 
a queste quantità. Si avrà quindi : 

2fA -f- m = np , e fji =^{np — m). 

Analogamente supposto l'invariante ^a^ , a, .... a„) di grado q rispetto ai coefficienti 
Oo, a, .... si troverà v = \nq. Il numero m, cioè il grado di «p rispetto alle varia- 
bili si dirà ordine del covariante stesso, ed i numeri f^ , v si denomineranno indici 
del covariante e delFìnvariante. La forma u è un covariante di se stessa dell'ordine 
n e dell'indice zero. 

Una funzione JlOo 9 a, , .... a», X, Y) omogenea rispetto alle tto » a, .... a. , X, Y 
la quale soddisfi alla equazione : 

(«a — ^)^Jlao , a, .... a, , a? — yti , ano — p?) =yiAo , A, .... A. , £, n) 

denominasi controvariante delle forma u. Si osservi che sostituendo in questa equa- 
zione -ne — { in luogo di (, v) si ottiene per le (1) : 

(ad — ^)^/{ao, à, .... a, , y, —x) =f{K > A, .... A, , io, — ì) 

quindi (equazione (3) ) i controvarianti delle forme binarie deduconsi dai covarianti 
delle medesime sostituendo in questi y, — x in luogo delle x, y. 
2? Consideriamo il determinante : 






ed osserviamo che trasformando la u mediante la sostituzione lineare (1) , supposto 
-^ -I- « = m , si ha : 

^*' dr dYi' '^•' d«- "^ '■•' dar-' dj^ "^ • "*■ '^'' djT ' 

essendo Ir^, t^,, funzioni dei coefficienti della sostituzione <x, p, 7, d. Se quindi in- 

Tom. I. N'. 6. issa. 38 
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dìchiamo con L il determinante: 

IP t^' 

I r iM 



*0,m * 0,m • • • • *0,», 

e con H il determinante: 

2^\"" drdx* * dr~' dr) dar-* dy ' ■ ' dr)- djf J ' 

si avrà per le (4) : 

LA^ = H 

ed indicando con Vm il determinante : 

2^\ dp- d?»"^* drj* dì)*- / 

si avrà analogamente : 

LH = Vw 
per cui : 

(5) L*.A^ = v»« • 

Ora si hanno facilmente le : 

/^.^ ^^^> «^* 7*P'H- no--' ydp— H- *i^^P'- a» , . . . 



quindi ponendo per brevità : 

dividendo nel determinante L gli elementi della prima linea per oT , quelli della 
conda per cT"^^ ^ ec. ... quelli dell'ultima per |3"*, si avrà: 
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essendo A,„ il determinate formato colle a,.^, come L lo è colle /r,« • Ma pei valori 
superiori di Ir^, si hanno le : 



o'" ^ — a"' = (6 — a)o" 



r— 1,/ 



quindi se nel determinante A^ si sottraggono dagli elementi dell* ultima linea quelli 
della penultima, da questi quelli della terz* ultima e cosi di seguito , tutte le linee 
meno la prima diventano divisibili per 6— a , ed inoltre gli elementi della prima co- 
lonna sono tutti eguali a zero, meno il primo che è eguale all'unità. Ne consegue: 



A« = (ò-a)' 



1 €L • • • 



1 a' 

«•—a»! 



"m— 1,0 






ossia : 



dalla quale : 



e sostituendo : 



1 a' • . • • (C^^ 



A»= (h - orA»_. 



t(wH-i) 



A^=(ò — a) * 



Per questo valore di L la equazione (5) diverrà : 

la quale dimostra essere il determinante A^ on covariante od un invariante della 
forma binaria u. Questo teorema potrebbe anche generalizzarsi sostituendo ad u un 
covariante qualunque della forma stessa. Se m=l, A. é THessiano della forma u, 
per cui l'Hessiano di una forma qualunque di grado superiore al secondo sarà un 
covariante della forma stessa. Se iii=l, 2, 3 .... e supponiamo u ordinatamente dei 
gradi 2®, 4% 6^ .... saranno A, , A^ , A3 .... invarianti di quelle forme (*). Quindi 
una forma binaria di grado pari %m ha almeno un invariante del grado 111+ 1. Per 
la forma di quarto grado questo invariante ti 



(*) Il Big. SThrater dcno i pini qveito infarìante il ettultetieoni ddla forma «, 
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«O «l <»J 

a, a, 03 = tto a, 04 4- 2a,a,a3— aj 04 — tto aj — aj . 

a, 03 04 

3? Sieno ff{x, y) , ^(x, y) due covarianti della forma tt ; la espressione : 

df di|/ df d^p 
ex éy ày dx 

sarà pure un covariante di u. Infatti indicando con ^($, vi), Y({, vi) le trasformate di 
(ff ^ mediante la sostituzione lineare (1); dalle equazioni : 

{ai - 0y)^ (p(x, V) = *(J, t)) , («d — I3y)* +(«, y) = H^(J, v,) 

deduconsi le : 



di 



-(--«• (4 -4)' ^' - '"'-«•(^^ * '^> 



e per queste: 



^/^d^ _ d^ d£\ d£ dH^ __ d^ d^ 
\dx dy dy da;/ dj dti dti dj 



(«a_Py)^+'"^ 



la quale dimostra la proprietà enunciata. Vedremo nel seguente Gap? una generaliz- 
zazione della medesima. 

4? Sieno x^ , x^ •••• ^» le radici dell'equazione u{x , 1) =0 , e {| , {, ••••{» 
quella della U({, 1) =s 0; si avranno le : 

(tto , a, .... a,)(«, y)*= ao(» — », y)(» — »,y) .... {x — «,y) 
(Ao , A. .... A.)({, nr= Ao(l - J.Y))(I - W .... (J - J.Y,) ; 

ed indicando con U{X'-'X^) i\ prodotto di tutti i binomj lineari J6—x,y ,«—Xay.... 
la (2) potrà porsi sotto la forma: 

ajl [«{ 4- ^ - ^r(yl4- avj) ] = A^m - W 
ma : 

rf -hPt, - Xriri -H d^) « («— y»r) (« - riì^^) 

ed evidentemente : 

aott{a — Xry) = Ao 
quindi si avrà : 
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per la quale : 

?r= T" 

Rappresenti V(x^ , a;, ....a;.) il prodotto dei quadrati delle differenze delle radici del- 
l'equazione u(x^\) =0; esso è una funzione razionale, intera del grado 2(n — 1) 
dei coefficienti dell'equazione medesima; pongasi : 

i|;(ao , a, ...aj == a?— '' P(», , «, .... x^) 
ed analogamente : 

+(Ao, A, .... AJ = A«"-^>P(?, , ?, .... U ; 
ed osservando che pel valore superiore di ir si ha * 

si otterrà : 

ed in conseguenza : 

(«d ^ |3y)-(«-.) ^(a^ , a^ ... aj) == +(A^ , A, .... A.) ; 

cioè il discriminante di una forma binaria qualunque è un invariante della medesima. 

Ed in generale dalla definizione di invariante e dalla formola (6) deducesi che 
ogni funzione simmetrica delle radici dell'equazione u(Xy 1) = , che sia anche una 
funzione delle differenze di esse , ed in ciascun termine della quale tutte le radici 
entrino uno stesso numero di volte è un invariante della forma binaria u. 

Per esempio supponendo n pari, l'equazione (6) darà : 

ed analoghe relazioni si otterranno considerando tutti i prodotti ad ^ ad -dei qua- 

drati delle differenze delle radici, nei quali ciascuna radice non si trovi che in un 
solo fattore. Quindi sommando tutte quelle espressioni in numero 

1. 3. 5 ... (n— 3)(ii— 1) 
giungesi alla : 
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Ora la espressione 2{(^i — x^) .... (x,^^ — x^)\* è una funzione simmetrica delie 
radici a;, , a;^ .... , dunque ii prodotto di essa per a] sarà una funzione omogenea del 
secondo grado dei coefficienti a^ ^ a, .... ed in conseguenza sarà un invariante della 
forma u. Quindi tutte le forme binarie di grado pari hanno almeno un invariante 
quadratico. La forma di quarto grado ha l'invariante quadratico : 

Oj {(Xi— «.)'(«3— «4)'-+- (*.— «3)* («a— «4)*-+- («J.— «4)* («a— «3)* 

= 24K «4— ^i «3+ 3c;). 
AppUcatùme. — Sìeno x, , x^ .... X5 le radici dell'equazione del quinto grado: 

Per la (6) ponendo : 

}(X,— «,)(«,— «3)(«3— aJ4)(aJ4— «5)(X5— X,)}'= {X, , «, , «3 , «4 , «5) 

si ha : 

(aà — p7)'« oj (a;. , «, , «3 , «4 , «5) = AJ(?, , J, , {3 , {4 , fj) ; 

quindi le somme delle potenze delle dodici funzioni delle x, , a;^ .... analoghe alla su- 
periore, cioè nelle quali ciascuna radice trovasi in due soli fattori, essendo funzioni 
simmetriche di quelle radici saranno invarianti di u. Ora scrivendo per brevità 
(1, 2, 3, 4, 5) in luogo di (a;. , x, , X3 , «4 , X5) le dodici funzioni sono le seguenti: 

l,= (1, 2, 3, 4, 5) m.= (1, 3, 5, 2, 4) 

l,= (1, 2, 4, 3, 5) m,= (1, 3, 2, 5, 4) 

^3= (1, 2, 3, 5, 4) m,= (1, 3, 4, 2, 5) 

^4= (1, 2, 5, 3, 4) m4= (1, 3, 2, 4, 5) 

^5= (1, 2, 4. 5, 3) ms= (1, 4, 3, 2, 5) 

^6= (1, 2, 5, 4, 3) me= (1, 4, 2, 3, 5) 

quindi siccome indicando con D il discriminante della forma u si hanno le : 

55 

*, wi,= L wi- = .... = l^nìA = — =- D 

a] 

anche le somme delle potenze delle espressioni : 

saranno invarianti di u , e quindi saranno tali i coefficienti dell'equazione del sesto 
grado di cui le radici sono y, , y, .... ye* Vedremo in seguito come si determinano 
i coefficienti di questa risolvente dell'equazione generale del quinto grado (*). 

(*) Hermite — Sur la théorìe des fonctions homogènes à deus indéterminées. The Cambridge Ma* 
thematical Journal. T*. 9. pag. 215. 
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Gap? 2? Dei Govaeianti associati. 
1? Siéno ff{Xf y), ^{x, y) due covarianti della forma binaria : 

tt= (Oo , a, ....o,)(a;,y)* 
degli ordini m, s. Nel covariante f (x, y) si pongano in luogo delle x, y i binomj : 

' 8 dy »« » , dj. 

e si sviluppi mediante la formola di Taylor la espressione: 

si otterrà una funzione omogenea in X , Y del grado m , i coefficienti della quale 
sono tutti covarianti della forma u (*). Per dimostrare questa proprietà si osservi che 
supponendo trasformata la forma u nella (2) per la sostituzione lineare (1), si hanno 
anal<^;amente alla (3) le due equazioni : 

J k^ffiùo , a, ... o, , «, v) = (p(Ao , A, ... A, , ?, t)) = 4»(f, n) 
^ ' \ k'^ia^ , a. ... a. , «, V) = +(Ao , A. ... A, , J, t)) = W{i, y,) 

essendo k=^ ad — Py ; dalla seconda delle quali otlengonsi le : 

d£^ J_/ dY _ d^ à^ _ 1 / dy dy\ 

Ora se nei valori di x, , y, si sostituiscono alle x, y ì binomj lineari (1) si avranno 
per queste ultime equazioni le seguenti : 

x.= «X,-+.(3Y, , y.= yX.-+-dY, 
essendo : 

1 dV 1 dY 

quindi si avrà analogamente alla prima delle (8) : 

A^?(ao > «I — a» » «1 > Vi) =*= t(Ao , A, ... A„ , X, , YJ. 

Ma questa equazione essendo identica dovranno i coefficienti delle potenze delle X, Y, 
negli sviluppi delle espressioni del primo e secondo membro essere ordinatamente 
eguali, per cui eguagliando per esempio i coefficienti di X'*'~nf'' si avrà : 



(*) HeniiHe. Sor la tbèorìe des fonctioiis homogèoet à don indetenniiiéef. Jearnal de Gambridfe 
1854. 
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\dx dy ày dx) \ài din dn ài ) ' ^ ' 

Dunque i coefficienti delle potenze di X, Y nello sviluppo della espressione (7) sono 
tutti coTarianti della forma u. 

2? Rappresentiamo lo sviluppo dell'espressione (7) con : 

(9) K , «, , «, .... «^)(X, Y)* ; 

ponendo per brevità p = — ji-,g = -p. e: 

si avrà : 

m{m — 1) ... (m — r -h i) 1 A, 

et. 



1.2. 3... r - 8" 1.2. 3...r • 

Si indichino con i -7-^ j > 1 -^ j le derivale parziali della A^ considerando \e p , q 
come costanti rispetto alle x, y, sarà : 



ma : 



\dx ) dx dp dx dg dx ' \ dy / dy dp^ dy dq dy^ 



quindi osservando che: 

dA 



si ottiene 



essendo: 



ìA. _ /Ad^A dA^ _ /dA^A 

dp \dx )' dq \ dy / 



dp dp dq do 



Se nella equazione superiore poniamo per (~p^)> I ^'^' j espressioni analoghe 
(*) £ noto come con questo simbolo si indichi la espressione : 
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alle (10), e pomamo : 



do do do do 



si otUene : 

(11) 



dA, dA, 



iy 



W.=Pxr + ? 



+ r 



Ay 









Ora p^q essendo funnoni omogenee del grado » — 1 rispetto alle « , y si hanno le 
relazioni : 

dalle quali osservando essere -^ s= — ^ , e ponendo 

QX óy 



h=r. 



s'{s - 1)» 



d** d** 



dx dxdy 
dxdy d^ 



dednconsi i yalorì di p^y q^; 

Pt^- «*(« — ì)hx q,= — «*(« — ì)hy 
e da questi quelli di p^ » 9a •* 



ma : 



* ^ + »^ = [m + (*-2)(r-l)] A_. 



dx 



d» 



dA^, dA^. 

quindi sostituendo per pi , qiì p%f q% i valori trovati sopra neUa formola (11) si 
otterrà : 

^- =- S ^ - ^ è + r.'(.-l)(m - r + i)fcA^. -. 

<MSÌa nello sviluppo deUa (7) fra tre eovarianti oonseeutivi a^. , o^ » o^^t sussista 
la relazione: (*) 



n AMifi di 8cM 
Tom. I. ir. S. ISM. 



conpilati da B. Tortolin. A»o 18M. T T, pag. «1. 

39 
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3? Supponiamo che nella (7) il covariante ^ sia la slessa forma u, e pongasi : 

(13) «(xX-igv, »X + J 5^ y) =(*,,+.... +.)(X, Y)' , 

i covarianti «Po « 4^1 « * • * ^'i» si denomineranno covarianti associati al covariante <{>. 
La importanza che in questa teorìa ha la considerazione dei covarianti associati è 
fatta manifesta dalla seguente proposizione : Il prodotto di un covariante qualunque 
della forma u per tina potenza intera di ^, è una funzione omogenea dei covarianti 
associati allo stesso covariante ^ (*). Infatti sia : 

un covariante della forma u; e supponendo : 

(14) tt(aX 4- (3Y , yX -h dY) = (Ao , A, .... A.)(X, ¥)» 

sì avrà per la definizione di covariante (Gap? 1? equaz*. (3) ) : 

(15) k^<f(aX + py , yX + dV) = (Co , C. ... CJ(X, Y)- , 

essendo i coefficienti Co , G^ ... formati cogli A^ , A, ... come i coefficienti Co , e, ... 
del covariante (p lo sono cogli a^ y a, ... della forma data u. Ora se nelle (14) (15) 
supponiamo : 

(16) « = ^'P=-i-dir^ y = y'^ = Fdi 

evidentemente le Ao » A, ... diventano i covarianti associati «po » «l'i •••• ed essendo: 
dalla (14) si ha : 

nella quale ora i coefficienti Co » C, .... sono formati coi covarianti 4*0 » ^'x • • • 4^* 
come le Co » e, ... lo sono coi coefficienti a^y Ai •«• ; e quindi sono funzioni omogenee 
dei covarianti associati ^^^ «pi •••• ^^ quest'ultima equazione dà evidentemente : 

(17) r^(x, X) = Co 

dunque il prodotto del covariante ^ per una potenza intera fi del covariante ^ è una 
funzione omogenea dei covarianti associati al covariante medesimo ^» L'equazione me- 

(*) Hennite. Sur la théorìe des fonctions etc. — Joumal de Creile. T*. 5t. Second Mémoire. 
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desima dà anche per la (9) : 

(18) r^=Cr. 

Notiamo che essendo <p di grado p rispetto ai coefficienti Oq » a^ .... sarà 

Se ii covariante <{> è ia stessa forma u, ponendo : 
(19) u(x\ - J ^ Y , yX 4- i ^y)= (u. , u, , ... t..)(X, Y)" 

i covarianti Uo » ti, ... saranno i covarianti associati alla forma data. 

Una equazione analoga alla (17) sussiste per gli invarianti. Sia X(ao » a. , ... a„) 
un invariante di grado q della forma u, si avrà per la (14), posto v =\nq : 

Ac»X(ao , a, ... aj = X(Ao , A, ... A,) ; 

ove se le a, |3, y, è assumono i valori (16) le Ao , A, ... diventano ({'o » 4^1 •*• ® quindi: 

(20) f X(ao , a, ... aj = M^p^ » '('. ... W 

Esempio. Supponiamo che il covariante ^ (x, y) sia l'Hessiano v della forma ti , 
cioè : 

d^M d"u 

( m = 2(n — 2) 
= (Co,c, ...cj(a;,y)' 

do; dy dy' 

e ^f/ eguale ad w. Essendo evidentemente Co= a© a,— aj per la proprietà dimostrala 
sopra si avrà : 

e quindi per la (17) : 
ossia : 

uv =S: tta 

giacché Ut,= Uy u^^ . Cosi essendo; 

e, = - (aotta- a, a.) , c,= j~_^^(n - 3)0^ a44- 2a, as-^(n^ ì)a\\ 
si avranno per la (18) : 

tt»«, = ^^i y «*«a = 2(2n - 5) y^ " ^>'**** "" ^** "" *)**«)" *^ 



v = -: 



n»(n- 1)" 



do;* àx ày 



tee. 
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ossia : 



«*««= 2 «3 , Ite. = 2(2n - 5) V* ■" ^^"♦■" ^* "" *^*** )' •^ 

•mr 

AmicAZioRB. É noto che ponendo neU'eqnazione u{Xt 1) = x = ' sì 



«o 



ottiene una trasformata nella quale il coefficiente di X*~' è eguale a cero. Ora i coef- 
ficienti degli altri termini sono ordinatamente eguali ai coefficienti delle più alte po- 
tenze della X nei covarianti associati della forma u. Infatti ponendo nell'equazione (19) 

X Y 

- > - in luogo di X , Y ed in seguito facendo nella medesima x = 1 , y == , 

V ti 

Y = i , si ottiene : 

«(^^-=^, i)= ;p (Po , P. , ... P.)(X, !)• 

essendo po » pi .*.* i coefficienti delle più alte potenze di x nei covarianti associati 
Uo f tt, .... , e quindi po= «o > Pi= 0. 

4? Fra i covarianti associati ad un covariante qualsivoglia della forma u ed i 
covarianti associati Uo » v i » u, .... alla forma stessa, ha luogo una relazione la quale 
può tornar utile nella ricerca di quei primi covarianti. (*) Poniamo nell'equazione (13): 

_ld+ ÌM — 

s dy ^ ^ $ dx ^ 

ed osservando che per lo sviluppo di Taylor si ha : 

tt(pY 4- xX, gY -h yX) == u(py q) Y*-h (« J^ + V J^V"' X -h .... 

risulterà : 

1 / du dttV— ^ 

*'•"" n(n — l)....(r-hl)V*dp '^ ^ àq ) 

Ora dalle equazioni : 

Wd+di._^d^.d«\ ._i/^d+ d*\ 



deduconsi le : 



1 dtt , , 1 dtt , 



per cui se nella (19) si pone X = 4*1 » Y = <p si ottiene : 
(21) tt*«(p, g) = (tto , tt. .... tt.)(4». , ip)* ; 



(*) AnnaU di TortoUni. 185S. T*. 7, |Mg. 335. 
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inoltre essendo per le superiori : 

àp da 

d+, d«f, 

indicando con F(<|'x » «p) ^ secondo membro della (21) si hanno le : 
dF 
d*. 
quindi rammentando il valore di ^^ trovato sopra si giunge alla : 

(22) tt^+r=(«o> t«.....u,)(+.,+)^. 

Dunque i covarianti associati ad un covariante qualsivoglia ^ sono esprimibili in fin- 
zione dì ^i f ^ e dei covarianti associati alla forma data. 

Esempio, Consideriamo la forma cubica (Oq > fli » a, , 03) (x, y)^ ed indichiamo con 
à il discriminante della medesima, cioè : 

<J = — aj aj 4- 6ao a, a, a^-h 3aJ aj — 4ao a} — 4aJ a^ , 
supponendo nella (20) X =s d , t|/=:tf si ottiene, rammentando essere Uo=sti, U|=0: 

tt«d = — (tt" ttj -h 4ttttJ) 
ma indicando con v l'Hessiano della forma cubica, cioè ponendo : 

V = ( «o «a — aj . 2 (^«» ®5~ **' **) ' «. «3 — «;](«> y)* 
si è trovato neiresempio antecedente tfa= ^^ > inoltre ponendo : 



1 /dtt dv dtt dvX 

"~ 3 \d» dy "" dtp di/ 



si ha pel valore di a, dello stesso esempio tt3=tt9, essendo in questo caso «i = | 0; 
quindi sostituendo si ottiene la relazione (*) : 

(23) tt*d-H©«-4-4v'=0. 

Ora se nella (22) supponesi ^ = v essendo f;o== tt , Vi= — ^0 si hanno le: 

1 13 

tt*V, = ~ ©*« 4- V*tt, , «'^3 = — -x ^U — ~ ©V*tt,-H «•tt3 

4- o À 

le quali pei valori superiori di tt, , tts riduconsi alle : 

ttv,= J (0*4- 4t;^) , «^3 = - g ^(^* -+- ^^^) 
e quindi per la relazione (23) si avranno: 

Ne risulta che per le forme cubiche i covarianti associati all'Hessiano v sono funzioni 
intere, razionali, dei covarianti v, 9 e del discriminante 9. 

{*) Ciyley. NomreUet rechercbet sor let COTarianti. — Jotumal de CreUe. T*. 47» pag. 118. 
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SULLA RISOLUZIONE ALGEBBIGA DELL^EQUAZIOIO 
DI TERZO, E QUARTO OADO. 

S T U D I I 

DEL PROF. BARNABA TORTOUNI 



1? Prendo un'equazione generale di teno grado 
e suppongo /i'= q; in questo caso essa si podi porre sotto la fDrma 

e chiamando a, a' le due radici immaginarie conjagale dell'anità cnbiea, si avrà per 
le tre radici della proposta equazione 

e sarà una reale, e l'altre due immaginarie conjogate: ora a questo caso si aenplice, 
e ad altre ridazioni non meno importanti si potrà sempre riportare im'eqoaiioiie qna- 
huMpie di terso grado, come si verrà brevemente ad indicare. 

2? Sieno >, /&, v tre indelerminate^ ed y ona nuova incognita dipendente dalla x, 

mediante la relazione 

jf. = X H- fuc -h la* 

Con questa sostituzione come è noto, si trasformerà Tequazione generale di teno grado 
in un'altra dello stesso grado, e che nella risoluzione algebrica deD'eqnaiioiiì eostitni- 
sce il cosi detto metodo di Tsekimaus : onde utilizzare questa trasformazìoiie me- 
diante una convenevole disposizione delle tre indeterminate >, /&, v cerchiamo subito 
la risuliamte in y dalle due equazioni 

«^-H 3ps'+ 3g» -|-r = 0, y = l'¥'f'X-^ìtx' 

Si sa die due equazioni di terzo grado 

A«5^- Rt*H- C« -♦- D = , AV-h Bf«*-|- C'« -+- W=0 

dafl'eliminazione della x, porgono la risultante 

G^^ MG*-(HN H- 2KL)G+ (K*-MN)H -hLTf = 

ove per brevità 

G = A'D — A», H^AB— AF, K=^B1>— Uy 

L = A'C-AC, M = BfC-BC', N = CD — CDT 
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Riprese nel nostro caso le due equazioni 

aj'-h 3px*-4- ^qx + r= , vx*-h fiX-h X — y = 

si avrà 

(X-y)3_3(2^ -H yf* + 3/i%)(X - y)' 

-f. 3(fivr — 2pvV 4- 3g\*— 3ygfxv -f- gf**)(X — y) 

-4- vV — 3^/xv*-4- 3p/iA*vr — - /xV = 

che ordinata rispetto ad y si porrà sotto la forma 

y^-h3Py*-h3Qif-f-R=0 

ove P , Q , R sono rispettivamente date da equazioni di prima , secondo, e terzo 
grado delle tre indeterminate X , /x , v: vediamo ora in qual modo si potrebbe disporre 
di queste indeterminate per la risoluzione dell'equazioni del terzo grado. 

3? Sia simultaneamente P = , Q = , si otterranno due equazioni di primo, 
e secondo grado fra le tre quantità X, fi 9 v; di più posto v =1 , si ridurranno a 
contener solamente X, ju con coefficienti funzioni di p, g, r; in questo caso avremo 
da risolvere l'equazione binomia 

y'4- R = 0. 

Di qui si potrà risalire al valore della x^ ossia al valor delle tre radici col prendere 
la prima derivata della y considerata come funzione di fi nell'espressione 

y = X -j- px -H vx" 

Non essendo mio scopo di entrare nella discussione dei valori di X e /i, che si ot- 
terrebbero dalle due equazioni P = , Q=0 , vengo ad esaminare un' altro caso. 
Pongasi X = y ed ordinata l'equazione rispetto alla y, diverrà per v «= 1 

^^4- 3(2g + pf* — 3p*)y'-h 3{fxr - 2pr + 3g*— Zpqfi + i^q)y 

-4- r(fx3— 3/>fx'*-4- 3^fi — r) « . 

Disponiamo ora della /a in modo che sia 

(2^ -H Pfi — 3/>*)*= ftr — 2pr -h 3g*— 3pgfx -h fi^q 

la quale ordinata rapporto a fi porge 

(p*— g)f**H- (Ipq — 6p'— r)fi •+• 9p*H- g*— 12p*g -h 2pr = 0. 

La risoluzione di quest'equazione di secondo grado somministra un doppio valore di 
fi per mezzo del quale il primo membro dell'equazione in y si potrebbe ridurre al 
cubo di un binomio come si è fatto al ni i% cioè 

(y 4- 25 4- pf* — 3p*)^= 2^ -H ff* — 3p*— r{fi^— 3pf**-f- dqfi — r). 
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Risoluta l'equazione rapporto a fi dà 

Ora la quantità sotto il vincolo radicale rappresenta il discnndnante D| dell'equa- 
zione di terzo grado in x, e che come ognun vede si può porre sotto la forma 

D.= (r 4- 2p'— 3pg)'- 4(p*~g)' 

ma D, è anche il discriminanie dell'equazione di secondo grado in fi^ perciò le due 
nominate equazioni in x , e /a avranno lo stesso discriminante : la medesima equa- 
zione di secondo grado in ju ha molta analogia con la ridotta di secondo grado, che 
s'incontra per la risoluzione dell'equazioni di teno grado; la qual ridotta ha egual- 
mente il medesimo discriminante con la proposta : infine la discussione dei valori di 
/u^ darà le tre radici y ... di terzo grado , e quindi derivando i valori della y rap- 
porto a fA, si otterranno le radici x dell'equazione di sopra stabilita, il che tralaseiamo 
di eseguire. Alle indeterminale X, fx, v si potrebbero sostituire invece tre altre in- 
determinate T, Tq, Ti introdotte dal Sig. ffermile ed estese ad una qualunque equa- 
zione di qualsiasi grado : in un'equazione del terzo grado 

aa^-h 3te'-i- 3cx + d = 
pongasi 

f = aT H- (ox-h 6)ToH- (a»*-4- dbx -h 3c)T, 

il che porge dal confronto 

X = aT -*. 3òTo-4- 3cT, , fi = aTo-*- 3òT. , » = aT. 

Le conseguenze importanti, che si deducono daU'aver introdoClo le noove indelemii- 
nate T, T^ , T^ nella risoluzione deO' equazioni dei gradi superiori si sc or gera nno 
neO'equazioni trasformale del quarto grado, deDe quali ne intraprendiamo un breve 



4! In un'equazioDe del quarto grado 

ap*-*- Apa^-h 69**-!- 4rs + a = 
siano afy x", x", x** le sue radici, si sa die i suoi valori sodo espressi per 

*- p-t- ^2 . *- p+ ^ 
* - p-*- ^j . *- p+ ^ 

ove s', x',*" SOM» le radici deU'eqvniaM ridoUt M leno ffwìo 
e dw si fOtii mtmn pie fWipfiKoiWHilf per 
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x^-h 3P«*4- 3Q« 4- R = 0. 

Viceversa le radici %\m'\ %'" si esprimeranno per le radici x\«", a?'"» «"* della pro- 
posta, come per esempio 

8»'= («•- aj"-h «"- xy= {x"— «'-h »'"- xy (*). 

Ciò posto' cerchiamo la condizione onde sia P*= Q si avrà 

3.4(p*— 5)*= 12p*— 24p*5 -h 95* 4- V — s 

la quale si riduce a 

35*— 4/ir + « » 0. 

Ora tanto nel calcolo delle forme binarie biquadratiche» quanto per l'equazioni somi- 
glianti si fanno rimarcare due quantità I, J funzioni dei coefficienti, chiamate Inva- 
riami anzi Invarianti fandamemaU, ì valori di essi sono 

I = 3^*— 4jpr 4- s 9 J = gs — r* — p*5 — j^H- 2pqr 

I è Yinvariante quadratico, e J Vinvariante cubico, come di più il composto 

D, = P-27r 

dicesi il discriminante. Di qui ne segue, che la condizione 

1= 3g*— 4|>r 4-< = 

indicherà una classe particolare di equazioni di quarto grado, delle quali è nullo il 
suo invariante quadratico. Il Sig. Hermite in alcune sue interessanti Memorie inse- 
dte nei Comptes Rendus del 12 aprile e 24 maggio 1858 si propone di esprimere 
le radici di un'equazione del quarto grado per mezzo dei trascendenti ellittici, ed a 
quest'oggetto prende di mira primieramente differenti equazioni di quarto grado ad 
invariante quadratico nullo : come fa esso osservare , alcune di queste equazioni si 
presentano nella teorica delle forme cubiche ternarie, nella trasformazione di terzo or- 
dine di Jacoin per le funzioni ellittiche : tali sono l'equazione dei moduli, e dei moì- 
tipUcatori. Così per esempio presa l'equazione 

«*— 6S.a;*— 8T.aj — 3S*= 
si ha 

p = 0, g c= — S , r = — 2T, « == — 3S* 
d'onde 

I = 3j*- 4pr -h « = 3S*— 3S*= 0. 



(*) Se il lettore per maggior comodità tuoI richiamare le dimostrazioni, e le denominaiioni delle 
quali faccio oso, potrìi consultare mu mia Memorit snll'eqiiaiioni del 3? e 4! grado inserita negli An- 
nali di Sciente Ifatematiche e Fìsiche 1855. 

Tom. 1. N*. 5. 1858. 40 
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Ma dielro un'osservazione dello stesso Sig. HemUte ogni equazione di quarlo grado 
ad invariante quadratico nullo è riducibile alla precedente forma priva del secondo 
termine. Infatti se nell'equazione 

«*+ Apx^-h 6g«*4- Arx-h 8 = 

si sostituisca X — p invece della x, e si elimini la s mediante la condizione 

3g*— 4/ir 4- 5 = 0, 
si otterrà la nuova equazione 

aj*-h 6(p*— g)aj*— 4(3pg — 2/>3— r)x — 3(p*— g)'== 

ove per il confronto con quella di sopra stabilita 

S = - (p*~ q), 2T =2|>g - 2p^^ r. 

È dunque dimostrata la possibilità di una tal riduzione per ogni equazione di quarto 
grado ad invariante quadratico nullo : di più per 1 = 0, 1* invariante cubico J di- 
penderà dalle sole quantità p, g, r coll'eliminare s per mezzo della sostituzione del 
suo valore s = Apr — 3g*, d'onde J diverrà 

J = — (r*-f- 4/)V — 3|)Y+ Aq^—^pqr). 

II secondo membro rappresenta il discrìndnante dell'equazione 

«'-4- dpx*-h 3gaj -H r = 

preso con il segno contrario, come si è veduto nel n? 3?, e potrà egualmente scri- 
versi per la differenza 

J = 4(/i'- 9)3- (r -h 2|)3- Zpq)' 

d'onde per la riportata specie di equazioni del quarto grado, il discriminante ~27J' 
è una quantità essenzialmente negativa. Avanti di riportare brevemente le formole 
solutive algebriche di si fatte equazioni, sarà utile di trattenersi alquanto sopra certe 
altre equazioni ridotte del terzo grado. 

5? Nella ridotta di terzo grado in z riportata nel principio del n? 4? si tolga il 
secondo termine col fare per la nota trasformata, 

« = 2X -H 2(p*— q) 
si avrà dopo facili riduzioni la nuova equazione di terzo grado 

4X'— (3^*— 4|>r 4- «) X -h gs — r*— p's — g^-h 2jpgr == 
donde per il valore dei due invarianti I, J si riduce evidentemente a 

4X*— I.X 4- J = 0. 
Si e dunque ottenuta una nuova ridotta del terzo grado dipendente dal due soli in- 
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varianti dell'equaiione del quarto grado : l'equazione in X si trova in una Memoria 
del Sig. Hermite nel tomo 52 di Creile pag. 6': in questa guisa si scorge un'im- 
mediata dipendenza delle due equazioni 

«♦-H Apx^-h 6j«*-H 4f» 4- « = , 4X*— I.X-4- J =» 

nelle quali i loro discrinUnanU sono rispettivamente 

lo 

e non differiscono , che per un divisore numerico. È facile poi anche di scoprire la 
dipendenza delle radici X', X", X'"» dalle radici x\ x^\ x"\ x'^ : infatti dai valori di 
8z', Apt 69 espressi per le radici x\ x''^ x'"f x^f si ricaverà 

12X'-= 2*'»"' 4- 2«V'-. «V- «'«"'- «"«'' - «'" «" 
la quale infine diviene 

X'= j^((«'- «")(»" - «'") -h (»'- x"'){x" - a^) ) 

e cosi in modo somigliante per le altre radici X", X'". Le medesime radici X', X", X'" 
sono ancora più intimamente legate con le radici u\ u", u'", di un'altra ridotta del 
terzo grado. É noto che ponendo per le radici di un'equazione di quarto grado 

si ottiene la ridotta 

tt'— 6gtt*-h 4{4pr - s)u — (2;>*— 39)^ — 16r*= 
della quale le radici sono u', u'\ u'"; avremo dunque 

^, _ 2tt'"- W- tt" 2tt" - tt'~ tt'" ^,„ 2tt'- tt"~ tt"' 

Che se dalla nuova equazione in u, toglieremo il secondo termine col fare usav-h^q^ 
si otterrà per i noti valori di l, e J, 

v'— 4Lv 4- 16J = 

e dall'equazione in X si passerà all'equazione in Vf col sostituire va:4X. Calcolando 
poi per l'equazione di terzo grado in X, la sua ridotta di secondo grado, sarà come 
è noto 

64y*4- 16J.y -H |^ = . 
Di qui ne segue che per le tre equazioni 
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x^-h Apx^-h 6g«"-f- 4ra; 4- « = , 4X'— I.X -h J =0 , 

6V-M6J.yH.ll = 

si calcola il medesimo discriminante, e la terza sarà una ridotta dalla seconda, come 
la seconda è una ridotta dalla prima. 

6? Fermiamoci ora brevemente nella risoluzione algebrica dell'equaiioni di quarto 
«rado con l'invariante quadratico nullo; esse sono tutte comprese nella 

«*— 6&c'— HTx — 3S*=0 

Come già si è notato al n! 4? il Sig. Hermite nelle sue citate Memorie si propone 
di rappresentarne le radici per mezzo dei trascendenti ellittici , ed esso alk prece- 
dente equazione ne associa due altre dello stesso grado, e che s'inoonlmno nella teo- 
rica delle forme cubiche ternarie ridotte alla loro forma canonica: una di queste 
equazioni è del tutto somigliante all'altra, ed é 

x^— 6S, «*— 8T« — 3SJ = 

ove S, S, , T sono legati dall'equazione 

S'-f. SJ = T* 

alla quale si soddisfa per mezzo di due invarianti ritrovati dal Sig. AitMiJboU, fun- 
zioni di una sola indeterminata m, e sono 

S = 4m*— 4m , S,= 8m'-h 1 
e prendendo 

T == 1 — 20m'— 8m* 

Gonfipontando adunque l'equazione generale del quarto grado eoo la 
n? si ha 

p = 0, j=— 2S, r= — 2T, s=— 3S* 

d'onde la ridotta di terzo grado in z riportata al n? 4? divieiie 

z^-^ 6S.z*-h 12Sz — 8T*= 
ovvero 

{z — 2S)'= 8(T*— S^) 

Di qui per le tre radiei abbiamo 

,'=2^s-h Vr - sA , z"=2(s-h«Vr ~ sA 



z" 



= 2(s-hct*^r-s^ ) 
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d*oiìde si ollerrebbeix) le quattro radici x\ x'\ x"\ aT col sostituire i valori di z\ 
3", z'" nell'espressioni di x\ x\ x"\ x'^ riportate nel principio del n? 4? ; nei me- 
desimi valori» a» a* sono le radici cubiche dall'unità : associamo alla risoluzione in 
questione l'identità 

S'-f. SJ = T* 
si avrà 

1'= 2(S -f-S.) , «"= 2(S -f. c&,) , «"•= 2(S 4- «'S,) 

e perciò le quattro radici dell'equazione saranno 

«'= v'S-f-S, -f. V^S -h «S, -f. V^S + «"S, 

«"= vs -f- «'s, — v's -f- «s^- v/s -f- s. 

«'"== V^S H- «S. — V^S -hS, — v^s -+- «'S, 

Queste quattro radici saranno due reali, e due immaginarie, cioè x*, x'^ , reali , ed 
x'\ x"' immaginarie; come già si sarebbe potuto prevedere da che si é riconosciuto che 
il discriminante dell'equazione é una quantità essenzialmente negativa. Sarà facile poi 
di togliere ai valori reali di x', x'^ l'apparente forma d'immaginarietà: infatti facendo 
osservazione all'equazione identica 



v/a -f- ^b =y o 4- * -f- 2VS 



si troverà senza difficoltà 

Jjl I =(S-f-S.)^-f-(2S-S.=t:(SVSJ-SS.)*)*- 

Nella stessa guisa le altre due radici x" , x*" si potranno rendere indipendenti dalle 
due radici a, a*, e si ricaverà 

^, I = ±: (2S - S.^ 2(S'-h SJ -SS.)^)^-(S -h sJ . 

Con un cangiamento di S in S, , e di Sx in S di otterrebbero le altre quattro ra- 
dici dell'equazione somigliante di sopra riportata. 

7? AHa precedente forma di equazioni si riportano secondo un'osservazione del 
Sig. Henmite diverse altre equazioni, che s'incontrano nelle differenti questioni dell 
analisi: fra queste si annovera l'equazione dei mùdiuU, e del mokipUcaiore nella tra- 
sformazione di terzo ordine nella teorìa delle funzioni ellittiche dì JacM. Siano se- 
condo le denominazioni usate nel FundametUa nova, X, k i tnoduU, e pongasi 

A = 1^4, ifc=tt4; 
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per la sostiluzione di terzo ordine facendo 

_ v(v -h ^u^)x -ì-mV 

si avrà 

dy d« 

V^l - y' Vi — ^Y "^ MVl - «• V^l — ikV 

ove M dicesi il mokipUcatore, ed il suo valore è 

M = . \ 

Fra le quantità u, v, sussiste l'equazione 

v^-h 2ttV— 2tti; — tt*= 0. 

Ora tanto questa equazione dei moduli^ quanto quella del moltiplicatore M, che si 
otterrebbe dall* eliminazione di v, sono due equazioni di quarto grado ad invariante 
quadratico nullo, e perciò ambedue riducibili a quelle di sopra risolute : poniamo infatti 

2 
l'equazione dei moduli diverrà 

Nella stessa guisa dal valore di M, col fare Mz = 1 , si ricava 

2Mu^ 2tt3 

''"" 1 -M""«- 1 

d'onde l'equazione fra u, e v diviene 

,4_ 6uV 8(1 — 2ik> — 3 = 

Oltre le riportate equazioni di quarto grado, il Sig. Hermite ne accenna delle altre 
ritrovate dal Sig. Joubert, e che deduconsi dalla trasformazione di terzo, di quinto, 
e di settimo ordine nella teoria delle funzioni ellittiche : fermandoci a quella di terzo 
ordine, l'equazioni saranno sempre di quarto, e su quest'oggetto può consultarsi tanto 
la più volte citata Memoria del Sig. Hermite nei Comptes Rendus del 12 Aprile » 
quanto un'articolo del Sig. Prof. Brioschi^ e del Sig. Prof. Joubert dei Comptes Rendus 
del 23 Agosto. Cosi ad esempio del Sig. Joubert ponendo 

ove 
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Tequazione dei moduli diviene 

V4^ 4U3V'-h 2UY ■+- U*= 0. 

Anche dal rapporto dei due InvarianU S, Sx del Sig. Aronhold si ricava una somi- 
gliante equazione di quarto grado: infatti avremo 

4Sr*'8mTÌ 

d'onde per m un'equazione di quarto grado. 

8? Ma un'importante scoperta del Sig. HenmUe è che sostituendo alle indeter- 
minate nella trasformata di Tsdiirnaus delle altre indeterminate convenientemente 
scelte si potrà sempre trasformare un'equazione di quarto grado in altra nella quale 
l'invariante quadratico sia nullo; mi sia permesso di riportare qui brevemente il ra- 
gionamento del Sig. HermUe {Comptes Rendus 24 Biai). Si prenda l'equazione 

a«*-4- 4fac*-4- 6ca5*-h Adx 4- e = 
per la trasformata di Ttchimaus sì potrebbe porre 

y = X -f- pa5 -f- vx*-h pX^ 

11 Sig. HemUte con scegliere quattro altre indeterminate T, To t T| » T, pone per 
la y il valore 

y =r aT -4- (a« 4- *)To'+- {ax^-h 4te -h 6c)T,-H (oflc'-h 4te*-H 6c« 4- Ad)T^ 

il che porgerebbe i valori di X, fi^ v. Ciò posto elhninando la x. fra l'equazione di 
quarto grado, ed il valore della y, si otterrebbe la nuova equazione 

tf^-h 4P,y*4- 6P,yV 4P3y 4- P4« 

Se l'invariante quadratico è nullo dovrà essere 

P4— 4P,P3-h3P;«0 

la quale ascende al quarto grado rapporto alle indeterminate T, To» Tx, T^. Ora 
il Sig. HermUe osserva, che la precedente equazione di condizione é decomponibile 
in due fattori in modo, che ponendo 

f =» aTJ 4- 4cTJ 4- eJl 4- MT, T,4- 2cTo T,4- 4*To T. 

I = ae— 4W4- 3c* , J « ace-h^bcd — a^^éb^-^c^ 

si avrà, Tuna, l'altra di queste equazioni del secondo grado solamente 
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If -♦- (eJ + ^^IJ _ 27J*V.T.- TJ) = 

If H- (ej + ^v'i* - a7j'){T„T.- TJ) = 

ove I,J sono secondo il consueto i due invariunH fondamentaU della forma biqua- 
dratica 

f= (wj*-f- Aba^y-h 6cx*y*-h Adxy^-h ey^ 

ed V— 27 y ne rappresenta il discriminante. Di più f è un covariante di y, mentre 
il suo valore si deduce dall'espressione 

U = ^(X'DÌ/H- 2XYD.D,/4- Y'DJ/) 

quando invece di X', XY, Y' si sostituisca To » T, 9 T, e la medesima sostituzione 
si faccia nelle derivale parziali D*/, DJ)^/, DJ/, invece di «', xy, y*. Di più 
osserviamo, che f si porrebbe sotto il medesimo aspetto della forma f, quando fra 
le indeterminate To > T^ , T, si ponesse ToTa=^ TJ in modo che eliminando T, si 
troverebbe 

T; f=aT; -f. 4*T; T,+ GcT; TJ + WTo TJ -^ eT\ 

ma questa supposizione non può aver luogo, altrimenti Tequazioni di condizione per 
l'invariante quadratico nullo si ridurrebbero ad f = . Tal' è il punto di vista ad 
esempio del Sig. Hermite da prendersi per la risoluzione dell'equazioni di quarto grado, 
onde esprimere le radici per mezzo dei trascendenti ellittici. Passiamo ancora a dare 
un cenno della provenienza dei due Invarianti S, S^ del Sig. Aronhoìd, 
9? Una forma cubica ternaria si riduce alla sua forma canonica 

jj3-l_ y3-f- j^-f- ^mxyz 
dipendente da una sola indeterminata m. Prendiamo più generalmente 

tt == ax^-f- ^4- c%^-+- 6mxy2 

e si cerchi il discriminante di u. Come è noto si giunge al valor del discriminante 
con eliminare le x, y, 2 delle tre equazioni di condizione 

D,tt = , Dytt = , D,tt = 
ossia 

ax*-h 2my% =0 , ^*-f- 2mx% = , cz'-+- 2fiia^= 

€ si troverà facilmente per coefficiente di ciascun incognita con il secondo membro 
nullo, ad) + 8m', e chiamato S, si porrà 

S,= oAc 4- 8m'. 
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Ritrovalo il valore di questo discriminante^ rìcerchiamo qua! sia la forma cubica bi- 
naria, e la sua somigliante equazione, la quale avesse per discriminante il cubo di 
S, . Sia dunque l'equazione 

il suo discriminante è 

D.= (r + 2p^^ 3pg)*- V- q)' 
e poniamo 

S = (4m*— 4ma*c)'= 4(p*— q)^ 
e si prenda 

4m*= p^ 1/4 , Amahc= q \/A 
Dalla prima si scelga 

2m* , „ ^ Amabc 

p= ns" , e dalla seconda , q = ... ■ 

d*onde 

r -+- 2p^— 3pg = r — 8m^4- 12(l^cm^ 

Ora per soddisfare airequazione 

(r — 8m«-|. 12aòcm3)*=: (4m*— 4akm)^4-(aAc 4-8m^)' 

onde sia un'identità, basterà prendere per la r il valore 

r = aVc*^ Z2abcm^ 
e si avrà definitivamente 

(a*6V- 20aòcm^— 8m«)*= (4m*-. 4akm)^4- {abc -4- Sm^)' 

NeD'ipotesi dia = ò = c = l, otteniamo i valori di sopra aecennati 

S = 4m*— 4m , S.= 1 ■+- 8mS T « 1 — 20m^— Sm* 

Con i ritrovati valori di p, g, r, l'equazìoiie di terzo grado diviene 

la quale avrà il medewmo duerimhumte àie la forma eubiea lemaria «. Soitituendo 
infine x\/A inveee della ^r, ù ridurrà èva ad una forma razionale 

4«^- iai»V+ ISafem» + n'^e'— 32akni'=r 0. 

Gli tnranaaCì del Sig. ilnwMil fono ascile compreai nei Talorì dì X, Y, V, eiie 
ritohrono reqoazione indeterminata 

qnal r iaoinnon f éovntt a Lagnmge Uùwm fut riparUA^ da LegeMdre, Théarìe 
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de$ nombres voi. 2! pag. 139: si prendano due indeterminate y, 2, i valori diX» Y, V 

saranno 

X ^ y*— 2òyV4- Scyz^-^ (ò*— 4ac)«* 

V = y«— 2ajr^« 4- 5òv*«*— 20ci^«3— (56*— 20ac)y*«* 
— (8a*c - 2aò*- 4*c)yi*— (6^— 4a6c 4- 8c*)««. 
Pongasi ora a^O» 6=0, c^l, i precedenti valori divengono 

X.= y*4- 8yx3 , Y. = - 4i(^- «') , V.= y«- 20v^»5- 82^ 
per i quali si verifica Xf + Y| = V^ . Che se di più sia y = 1, x cs m, in allora 
Y, , X, , Vi coincidono con le quantità di sopra denotate con S, Sx , T. Inoltre dal 
rapporto dei valori generali di X» Y si ricaverà l'equazione del quarto grado 

[{6*-4ac)Y^4cX>*4-4(ÒX4-2cY)yi3_6(^l±i^yV4.«^ 

Supposto infine a = 0, b=s ^ Cs=l,ed, Y = 4X/ui» la precedente equazione si 

riduce a 

«♦— 2fiy«'— y^% — fiy*« 

la quale é analoga all'equazione dei moduli nella trasformazione di terzo ordine delle 
funzioni ellittiche. 

Porremo termine a questo scritto con rammentare una proprietà della trasformata 
di Tschimaiu per la risoluzione dell'equazioni. Se in un'equazione del grado n 

aoT 4- nbar-^ -h ^^^"T" ^ cg*~* -+-. . .-f-fc= 

pongasi 

y = X-|-|ux-hva;*4-.. .. 4- «aas*"'. 

Si sa che la nuova equazione in y ascende al medesimo grado n; ora l'ultimo ter- 
mine di questa equazione é una funzione delle indeterminate X,|x; v .... ai dello stesso 
grado n, essa appartiene a quelle funzioni, che diconsi atmtb', le quali essendo mol- 
tiplicate fra di loro danno dei prodotti simili : cosi per l-èquazioni del terzo grado , 
sarà una funzione cubica ternaria, per l'equazioni del quarto grado, sarà una funzione 
biquadratica quaternaria, delle quali funzioni forme se ne è specialmente occupato 
Lagrange come può vedersi nel 2? voi Euler, Alg^nre^ pag. 469: lo studio di que- 
ste forme può essere assai utile nella risoluzione di alcune equazioni indeterminate» 
come erano quelle da noi richiamate per gli invarianti del Sig. Aronhold. Esse nella 
aritmetica trascendente rappresentano la cosi detta Norma dei numeri ComplesH: la 
teorica di questi numeri è slato già il soggetto di profonde ricerche dei celebri geo- 
metri Sigg. Dòricìdet, e Kummer, 

Roma 10 Settembre 1858. 
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Pi^P»*' - ' 'P/V^ partizione di un nomerò n in n, parli 

eguali a p, , n» eguali a p, , ... n^ eguali a pr 9 nella quale pi^ p^^ »*- > pr - 
Per esempio , usiamo la notazione (5* 3^ 1*) per indicare che il numero 21 è stato 
decomposto nelle 7 parti : 

Uy uy O9 09 «5) \f 1. 

La partizione (pi /'a » ••• l'r) è di ordine maggiore della partizione (9, 9, ... g^) 
dello stesso numero, se pt>q^ ^ oppure se Pi'=qi e p» >• 9» , oppure se p, =9, , 
p^=: q^ e p3>q3t e cosi discorrendo. Per esempio, l'ordine della partizione (643') 
è maggiore dell'ordine della partizione (6431^) dello stesso numero 16. 

Si dice coniugata della partizione : 

(1) (p*' pi'- ■■?:•) 

l'altra partizione dello stesso numero : 

(2) ^(n,-f.n,4- ... 4-n/>,+n,4-...-hn^,)'"'"'^''- . • . (n.-f- n/*"^'nf •"^' \ . 

É chiaro che reciprocamente la partizione (1) sarà conjugata della (2), e che il nu- 
mero delle parti in una è eguale alla maggiore delle parti dell' altra. Saranno con- 
iugate, per esempio le due partizioni (6 3*2') e (5* 31'). 

Se disponiamo tutte le differenti partizioni di un dato numero in ordine decre- 
scente, e quindi ne prendiamo successivamente le conjugate; queste risulteranno di- 
sposte in modo che nessuna conterrà più parti delle precedenti, e quelle che conten- 
gono uno stesso numero di parti compariranno in ordine crescente. Per esempio, le 
partizioni del numero 6, disposte in ordine decrescente, saranno : 

(6) (51) (42) (41") (3*) (321). (31') (2') (2M*) (21*) (1«) ; 



324 ANNALI DI MATEMATICA 

e per le rispettive coniugate, avremo : 

(1«) (21*) (2*1*) (313) (2^) (321) (41*) (3*) (42) (51) (6). 
Data una equazione algebrica : 

le cui radici siano x, , x^f ... x^; chiameremo comhinazùme appartenente cdla par- 
tizione l p,' p][*. ' - p/h o semplicemente combinazwnelp^^ p[*. . . p** l » il prò- 

dotto a^ o . . . o • 

Pi Pa Vr 

È chiaro che le combinazioni appartenenti alle diverse partizioni di uno stesso 
numero n saranno tutte d'indice eguale ad it. 

Chiameremo funzione simmetrica appartenente alla partizione (p, Pa • • • Pm) » o 

semplicemente funzione simmetrica (p, Pa "-Pmìi '» funzione 5y*i' *»*' • • ^Sy^^ 

ve il segno sommatorio deve estendersi a tutte le disposizioni differenti delle radici. 

Le combinazioni appartenenti alle diverse partizioni di un dato numero n sono 
tutte esprimibili linearmente, in un sol modo , per le funzioni simmetriche apparte- 
nenti alle partizioni dello stesso numero n ; e reciprocamente; le funzioni simmetriche 
sono esprimibili linearmente, in un sol modo, per le combinazioni. 

Per ottenere una combinazione [m^(m — 1)^. . . 2' 1'] espressa linearmente per le 
funzioni simmetriche, bisogna svolgere il secondo membro dell'identità : 

ed è facile a vedersi che avremo primieramente, col coefficiente 1, la funzione sim- 
metrica : 

la quale appartiene alla partizione [(p-f-gH- ... -^s-ht^p-hq-^ ... -h«) ... {P"hq)p] 
coniugata a [m^{m — 1)^... 2'1']; e quindi avremo altre funzioni sinunetriche appar- 
tenenti tutte a partizioni del medesimo numero, ma di ordine inferiore alla partizione 
[(p ^. g 4. ... + t)(p -1-9 H- ... -4- s) ... (p -+• q)p ] e che contengono un numero di 
parti differenti non minore del numero delle parti di questa. Cosi a^ a* , che appar- 
tiene alla partizione (31^), conterrà, col coefficiente 1, la funzione simmetrica appar- 
tenente alla partizione conjugata (41'), e quindi , con altri coefficienti numerici , le 
funzioni simmetriche (321), (2^), (31^), (2H'), (21^), (ì^); ma non conterrà (3*), 
perché sebbene dì ordine minore di (41'), ha però un numero di parti differenti mi- 
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nore. Avremo dunque : 

«3 «! = 2*1 *» *3 ■*" «iS*J *5 *3 -H ««2*! *J *5 ■+" «32*! *J *3 «4 

H- «42*4 *a *3 *4 *5 "+" *52*» *» *3 *4 *5 *6 • 

Se indichiamo rispettivamente con 1, 2, Z^ . , , fi \e fi partizioni differenti di un 
dato numero n, disposte in ordine decrescente, con G^ la combinazione e con S^ la 
funzione simmetrica appartenente alla partizione r , avremo in generale : 

(3) C^ = S^ -f- «rpH+i Sr'+i -+- ttr,K+a S,^+» -f- .- H- «r./»-! ^ft^i H- <»r,/« S^ » 

dove r' indica la partizione conjugata alla partizione r, e saranno nulli i coefficienti 
numerici delle funzioni simmetriche appartenenti a partizioni, che contengono un nu- 
mero di parti minore del numero di quelle della partizione r'. 

Dando, nella equazione (3), successivamente ad r i valori: (i, fi — 1...3, 2, 1, avremo 
fi equazioni lineari, ciascuna delle quali conterrà, col coefficiente eguale ad 1, una 
funzione simmetrica più della precedente : quindi, risolvendole rispetto alle funzioni 
simmetriche, otterremo altre fi equazioni con i coefficienti interi e della forma : 

(4) S^= C^ -f- 6r^-, Ch-i -I- br^^ C^_a -f- ... "f" ^r.a C^ -f- 6,,, C, ; 

ed anche in queste le partizioni r ed / sono conjugate , e sono nulli i coefficienti 
numerici delle combinazioni appartenenti a partizioni che contengono un numero di 
parti differenti maggiore del numero di quelle della partizione /. 

Per avere le combinazioni espresse linearmente per le funzioni simmetriche, e re- 
ciprocamente, le funzioni simmetriche espresse per le combinazioni, non rimane altro 
che a determinare in generale i coefficienti numerici dell'equazioni (3) e (4). 

11 Sig. Cayley ha dato , in 18 tavole , i valori dei coefficienti numerici a^^ e 
br^ per le combinazioni e per le funzioni simmetriche appartenenti a tutte le parti- 
zioni differenti dei numeri non maggiori di 10, ed ha fatto l'importante osservazione 
che tra questi valori si verificano le relazioni : 

Io dimostro queste relaàoni di simmetria nel modo seguente : 
Prendiamo le due equazioni: 

1 — ttg « -h a, X* — 03 ap'-H . . .±:a^ «*= , 

«*— ò, «*"*-h ò, «"— *— Ò3 ar~^-f- . . . :i= 6^= 0. 

La risultante sarà espressa da 

R==(l — a,«,-|- a,»J — ... d=a*«r)(* — Oi»a -«-o»«J — ... -^ a^s^) ... 

(1 — a, x^-h fl, «i — ... A 0* xZ) 

= (1—^. Vi 4- ò, yf — ... ^ *«irr)(*— ^ Ifa-Hò, yj — ... ^ b^ |f7) .... 

(*— ^ lf--+-^ vi — ... ^ *- |C)> 
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dove «g • «,,... 0^ e ]fx » ]fa » • • • y» sono rìqieUnraiiieiile radki delle due efsa- 

zioni : 

(5) «*— ò, «*-+- 6, «— *— . . . :fc ò,= , 

(6) j*— a, y*~'-^- <»a y*~*— . . . ^ a*=« 0. 

Ore le due espressioiii della risultante R aono ìdenticiie; quindi, le somme dei ter- 
mini omogenei in indice riq>etto ai sistemi di eoeffieieiiti defl* equazioiii (5) e (6) , 
doTranno pure essere identiche, e aYremo : 

e se indiefaiamo con C| » C, , . . . C^ le combinasioBi, eoa S, , S, , . . . S^ le fn- 
sHMu simmetricbe relative aU'eqoauone (5); eoo K, , K, , . . . K^ le combi—aioni, e 
eoo T| , T, , . . . T^ le fonzioni simmetricbe relative aU'eiiaasioiie (6), tntle disposte 
in ordine de cr e scen te, rispetto alle partizioni del muiero a, alle qvali appnrteni;ono; 
STremo in generale : 



ÌK,s,=ÉaT, 



Soslitiwado i valori di K, e di C, dati daU'eqoaiioae (S), e qaiadi i valori di 
T, e S, dati dall'eqvaiioiie (4), oUeniamo le due eqaaBoai : 

2a,^T.S^=2a^T.S^, 
le qnali doTendo essere identiche, danno : 

come Tolevamo dimostrare. 

Firenze. Loglio 1858. 

Emco Bkm. 

AH^NMCE ALL'ARTMXMjO 
< SDUA RGOUDONB DBIU BQCIAZIOra DBL Qin^ r 



La cqvazioiie : 

«<x*-h 5*.2VàT= 5*/5. 2*». W* (1-UV) 
cbe ha per radia le espicsBMMii (6) o (7), trasfoimasi per meno deBa 



n rmàttìm Vr. ptg. »«. 
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(1) y*4- 5ifc*ik'*y - U^ìd^ì - 2**) « 0. 

Questa trasformazione comanicatamì dal Sig. Hermite induce a credere che non solo 
le d?, 9 a;, ... ma anche le ^x^ , ^^ .... sono funzioni determinate di g. I valori 
delle quantità Bo , Bx ... trovati nell'articolo sucitato dimostrano la sussistenza di que- 
sta proprietà. Infatti le quantità Bo » B, , B, .... si possono esprimere in funzione 
delle quattro : 

Co= - A.(4AJ - A.Ao) , C3= A,(4AJ - A.A.) 

c.= 2AoA; - Aj . c,= - (2AoA; - aj) 

nel seguente modo : 

Bo= - 2{CpC3-f- C.C.) , B,= -(CJ 4- 2C.C3) , B.= -(C; H- 2C.C3) 

B3= -(CJ + 2CoC,) , B4= -(CJ H- 2C0C,). 

Ora sostituendo queste espressioni nelle equazioni (7) si ottengono evidentemente le: 

x,= - v'S.iCo^- e, 4- e,-*. C3)% «,= — v^5 («Co-H «*C,-|. cc^C; 4. «^^3)* ec. ... 

dalle quali deducesi i valori di ^Xi , ^o?, .... 

Questi valori danno per le radici delFequazione (1) le espressioni : 

• • 

».= ;J(Co+ C,+ C.H- C3) , »,= J(«Co-l- «•€,+ «»C,+ «*Cj) 

• • • 

y5= ;j(«*CoH- «3C.4- «%4- «C3) . 

Si può giungere anche direttamente a questo risultato osservando che se rappresen- 
tasi con: 

y^-H g, |f*-h . . . -h «5= 

la equazione di cui le radici sono y^ $ y% •'• ys t ^ si pone per brevità : 

Q.= C0C3-4- C,C, , Q3= CJ C.4- CJ CoH- CJ C. 

Q4= c; e. 4. CJ C34- e; Co4- e; c-h aCoC.cCj 

pei valori superiori di ^x , y, ... sì hanno le : 

5 5t 5 

Ora pei valori dì Co 9 C, ... risultano : 

Q.= -2B, Q4=AC-.5B' 
e Q3 identicamente eguali a zero; quindi pei valori (5) delle A, B, C si hanno le; 

ga=0, g3-=0, g4=5***". 
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Da ullimo pel valore di n*(z, , 2, .... Z5) trovalo nell'articolo suddetto si avrà : 

g5= _ 2k*k^{i — %k^) 

per cui reqoazione di cui le radici sono le y, 9 y, ... sari la (i) . 

£ assai rimarchevole la relazione che ha hiogo fra Tequasioni (1) e quella data 
dal Sig. Hennite nel sao lavoro « Sor la résolation de l' équatioo do ciiiqiiièaie de- 
gre » {Compies Rendus - Mars 1858) Ponendo y = \ V--5*"ik'* nella (1) si ot- 
tiene : 

2 ì — 2k* 
Y5 _ X -< — == • 

^ *-^5V5V^IPF ' 

1 
e mutando in questa la k in p si giunge alla : 

5V5 "j?7* 
la quale è l'equazione del Sig. Hermite. 

Settembre 1858. Paor. F. Baioscw. 

PDBIILICAZIOSI lECIHTI 
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INTORNO AD ALCUNI PUNTI DELLA TEORIA DEI MlNIia QUADRATI. 

NOTA 
DEL SIG. PROF. FEUCE CASORATI. 



1? Si formi, mediante i due sistemi di quantità : 



(a) 






^p,t *^,» •••• *^,« 






ib) 



bp,t hf,% .... h^ 



ptm f 



un terzo sistema di quantità: 



^1,1 ^i,a • • • . ^ipi 
^a,i ^a,a • • • • ^a^ 



(f»>" 



col porre 

(1) er^ = o,^ò,^ 4- a,^ òa^ -h . . . . 4- a^*^„ , 

e si chiami E il determinante, 2^^ ^ut ^a,a • • • • ^«»«) 9 di questo sistema. Si im- 
maginino tutti i determinanti, che si ponno formare col combinare ad n ad it le linee 
del sistema (a), disposti con un certo ordine e rappre^ntati da : 

\À) Aj , A, ,...., Aj, , 



dove : 



p(p — 1) . . . (p — n 4-1) 
1.2 n 



Si indichino con : y, uno qualsivoglia dei numeri : 1, 2, .... u ; y, , ^a » * • • . » t^. » 
le linee del sistema (a), che entrano a costituire il determinante A, , per modo che: 



(3) 



a a 



fa»» fa»» 



fi»* 



a 



Va.» 



f»»» ir»,» 



ir«>» 



Tom. 1. N*. e. I8»8. 



42 
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Indicando similmenle con : 

B, , B, , f B. 

i determinanti, nei quali si cambiano i determinanti A, col soalitnire agli elementi 
a«.r gli elementi b,^ , si ha la conosciuta identità : 

(4) E=A,B,-hA,B.4- -+-A^B« (•). 

Chiamando C il determinante, formato cogli elementi e^^ » derivanti dagli e^^ > col 
supporre gli elementi b,^ ordinatamente eguali agli a^^ » formato cioè cogli elementi: 

(5) Cr^ = a,^ a,^ -+- fl*^ «a^ -+• -H a^^ a^, ; 

la (4) fornisce : 

(6) C = AJ -h AJ -+.....-+. a: . 

Se agli elementi del sistema (b) si sostituiscano i seguenti : 

di,, .... fl|,r— 1 ^i ^iyr^i • • • • ^i^ 
fla,i .... H^^f^^i »j fla^^i .... flj^ 

O^,, .... 0^,r_i »^ ^0,r+i • • • • ®^^ » 

la (4), ponendo : 

C,,j .... C,^,wi Oi C|,r4.i • • • • C,^ 



(8) 



D,= 



(9) 



Ky^ 



^a,i • • • • Ca,vwi »a ^«•r^.i • • • • C^^m 



^«,1 • • • • ^ii,r~i »« ^ii»r4.i • • • • Cj,^ I 



a a k a a 



a a & a 



f.f» 



a a & 4 a 



sonuninistra : 

(10) D^ = A. K,, 4- A. K.^ -t- H-.A^K^. 



(*) Brìotcbi, DelermiMBti, pt^, 44. Baltnr, Detenunantoi, S, M. 
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2? Un determinante formato con elementi qualsivogliano e quindi anche il deter- 
minante E può svilupparsi, secondo prodotti di elementi di una linea e di una co- 
lonna, nel modo seguente: 

dove, come anche in seguito, u e v debbono assumere tutti i valori : 

u ss 1, 2, . . . .r — i , r-+-l , . . . . n, 

V =s i, 2, . . . . 8 — i , «4-1 > . • . . ». 

Infatti i termini del determinaùte E contengono o l'elemento e^,, od il prodotto di 
un elemento della p''*^ linea per un elemento della s''*^ colonna, p. e. il prodotto 

dE 

«r..» ««., . L'aggregato dei termini di E, nei quali si presenta e^,,, è e^„-r — ;il coef- 

fìciente poi del prodotto er,„ e„^, è la: 

d'E 

de^,„ de„,, 
e, siccome : 

(12) d'E d'E d /dE\ 

dCr,^ de«., de^„ de„,^ de„,^\de^,,/ 

cosi è esatto ciò che sta scritto nella (11). 

Il paragone della somma dei coefficienti dei prodotti: 

nel secondo membro della (11) colFanaloga somma nel secondo membro della (4) con- 
duce facilmente ad una interessante identità. 

Questa somma, pel secondo membro della (11), può porsi sotto la forma: 

(14) (p_„ + l)J^. 

riF* 

Per provarlo , si rifletta che la ^ non contiene nessuna delle (|uantità a^^^ à,^, 

(2 = 1,2,... . p) e che, nel fattore e^^, , la somma anzidetta è p volte l'unità os- 
sia p ; per cui, nella prima parte del secondo membro della (11) cioè nel prodotto 

dE . ^ 
€-,T — , la detta somma risulta: 

(*) Baltzer, Determiiianten, S. 19. 
(**) Brioschi, Detenninanti, pag. 8. 
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dE 

d*E 
Quanto alla seconda parte, siccome nella quantità ^ -= — » per ciò dicasi è detto 

della - — f non entra nessuno def(li elementi a,^f b,^ e iiel prodotto: 
d^r,* 

la somma dei coefficienti dei prodotti (13) è : 

«1^ *i,r 4- a,^ b^^ 4- .... H- a^^ b^ = e»^ j 
cosi, per essa seconda parte, la somma dei coefficienti degli amidetti prodotti risulta: 



S-'-'d^(d^)' 



ma, rammentando l'ordinario sviluppo di un determinante secondo gli elementi di una 

linea, si vede , considerando il determinante 3 — , che : 

d^.# 

(15) S.^5yd^)=d^ 

e quindi che : 

„ _d/dK\ , ,, dE 

dE 
dunque (» — 1) t- — «spnine la somma dei coefficienti dei prodotti (13) nella se- 

ronda parte del secondo membro della (11); e peiò la somma analoga per rìnliero 
secondo membro della medesima risulta, come si è dichiaralo : 



La somma dei eoeflieiealì dei medesimi prodotlì mI aeeoado membro deOa (4) si ot- 
tiene imm(diaUmeale> osserrando che, per esete ranaloga somma ad iemiae A, B, 
«sia nel prodoUo dei secoadi meadiri delle dne ideami : 



A --, dA^ dA, 

^' = ••-.'dl^.^r "^ •»«'*^.,r ■*"•••■*" ^«'S^ ' 



eguale a: 
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la somma richiesta risalta : 

Scrivendo adunque che questa somma è identicamente eguale alla (14), si ha : 

.V dE -, TdA^ dBy dA,. dB^ 1 

nella quale y assume tutti i valori 1, 2, u. 

Se agli elementi b^^^ si sostituiscano ordinatamente gli elementi a^,,, dalla pre- 
cedente identità, supposto inoltre 5=r, si ottiene : 



,.„ ,_...,^ = s,[(3^J......(«.J] 



de. 



3? Siccome E é una funzione omogenea lineare rispetto agli clementi: 

cosi si ha : 

dE dE dE 

(19) a,^ -T- h a^,r-r- •" ^r XT" = ** • 

da,^ daa.r '^ do^,. 

Se nel primo membro di questa equazione si sostituiscano agli elementi (18) ordina- 
tamente gli elementi : 

nel secondo membro si dovranno ritenere eguali fra loro ciascuno a ciascuno gli ele- 
menti : 

^r,i 9 ^r,a » 9 ^r,H 9 

^u,X 9 ^ii,a 9 9 ^Uffi 9 

ossia quel secondo membro diverrà nullo, si che, supponendo successivamente u eguale 
ad 1, 2, ... . r — 1, r-f-1, . . . . n, si avranno le : 

dE dE dE ^ 



dE dE dE g. 
dE dE dE ^ 



dE dE dE - 

"••• d^ -^ "- dC "^ ■^«'-di;:^»- 
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Mmilmenle si hanno le : 

, dE . dE . d£ „ 

(21) • 

. dE . dE i dE « 

*■•' d^ -*■*»- dC "^ •••" 5?;: ^ " ■ 



Si derivi la identità : 



j, dE dE 



rispetto ad a,^r } osservando che questa quantità nel secondo membro non si presenta 
se non nei fattori e^.i » .... e^^ e rammentando come siano formati i fattori stessi 
cogli elementi a,^ , b^^ » si avrà la : 

,«.«.» <JE , dE - dE 

(22) l7' = K^l:I-r^'""^K 



do,,, '*'de,., '-'óCr, 



la quale, moltiplicata per -rr — , fornisce 



'«»* 



dE dE dE , dE dE ^ d£ 



da,,, d^,., de,.. '•' d^,., ^ ^ de,., '- dò,., ' 

da questa identità, ponendo in luogo di z successivamente 1» 2, . . . . p , se ne ot- 
tengono p9 che, sommate, avuto riguardo alle (21), danno : 

dE dE dE dE dE dE „ dE 

(23) XT" IT — h -T—- ir- ■+■ — -+- XT- :ìr- == E 



dtti.r d*i,# daa,r ^^a., do^., dò^,, de,,. 

Se suppongasi che gli elementi ò,^ divengano ordinatamente eguali agli elementi 
a,,, , allora le quantità : 

dE dE 

da,,, ' dò,,, 

diventano eguali fra loro; come eguali fra loro le : 

dE dE 

da*,, ' ÌK s 

e diventano eguali : le prime due alla metà della derivata totale di E, ossia di C, 
rispetto ad a,,, (con derivata totale volendosi esprimere la derivata di E rispetto a 
queir a,., che entrava già prima in esso ed all' a,,, che ha preso il posto di &,,,)> 
le seconde due, similmente, alla metà della derivata totale di C rispetto ad a,^ , e 
la (23) nella stessa ipotesi, diviene : 
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1 JC_ JIC_ i dC dC ^^ dC 

4 da,.^ da,,, 4 da^.^ da^., dc^.. 

Supponendo s == r, si ha : 



4? Le quantità: 



dC 



1 dC ^ JC_ i JC^ 

<^^' 2C dJiT, ' 2C da.., ' • * ' ' aC da,., 

hanno la rimarchevole proprietà di essere quei valori delle quantità : 
soddisfacenti alle n equazioni : 



(26) / a,., ?, -h a,., ?, 4- • ^- V ^/» = * ' 



pei quali riesce minima la sonmia : 

ìì-h?;-+- 4-?'. 

Infatti che le quantità (25) soddisfino alle (26) è chiaro per ciò che divengono le 
identità (19) e (20), quando suppongansi gli elementi b^^g eguali ordinatamente agli 

HF* I AC* 

elementi a^g e quindi-? — = -z: -z — ; quanto al rimanente, si moltiplichino le (26) 

da,,, 2 da,,, 

ordinatamente per: 

dC dC dC 

<*«,„ de,., de»,, 

e si sommino, raccogliendo le {, , {, , $, ed osservando che dalla (22), sup- 
posti gli elementi bj,^ eguali ordinatamente agli a,., , si ha : 



1 ^C JC^ JC^ 

2 da,,, - "*'" de,.. ■*" "^"^''-de,.. 



e... 


• • •< 


^l,r— I 


a*.i 


• • 1 


• • t • 

• 


• • 


e... 


• • • • 


^«t»^» 


«... 


^»«.r-*.l 


t • • • 


e.» 
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si otterrà : 

1 dC 1 jiC_ _ jiC_ 

^■*2da,,"^ "^ ^'- 2 dfl^. - de../ 

dalla quale, per la (24) : 

2C d^/' "^ ••••+■ 2C d^/^- V2C-da J "^ "^ V2C S^j 

e quindi, moltiplicando per 2 eie. : 

e però, come si è dichiarato, la somma dei quadrati delle (25) è minore della sonmia 
dei quadrali di tutte le altre quantità , (, , .... (^ , soddisfacenti pure alle (26). 
Dalla (27), moltiplicata per k, , osservando la (7), si ha : 

-e, , 1 dC dC ^ dC ^ dC , 

V'-2d^r<:''"*"d^'""*----^d3:::'-' 

AC HP 

il secondo membro della quale, per essere - — = •= , non è che uno sviluppo del 

dc.,t dc,^ 

determinante D. ; e però : 

/oov Ifi dC , dC , dC 1 ^ 



Il principio dei minimi quadrati consiste, come è noto, in ciò : che, avendosi un 
numero di osservazioni maggiore di quello strettamente indispensabile, al sistema delle 
quantità realmente osservate, debbasi sostituire un'altro sistema di quantità tale che 
per esso scompajano le contraddizioni fra le osservazioni o le loro conseguenze e riesca 
minima la somma dei prodotti dei quadrati delle differenze fra i valori osservati e 
calcolati per i quadrati dei numeri esprimenti il grado di precisione ossia per i nu- 
meri esprimenti i pesi delle varie osservazioni. Si sa che venne proposto da Legendre, 
nell'opera <c Nouvdles méthodes pour la detemUnathn des orbites des comète». Pa- 
ris, 1806 )), siccome mezzo il quale, togliendo ogni incertezza di procedimento, for- 
nisce tante equazioni finali quante sono le incognite o gli elementi a correggersi ed 
introduce eleganza nei calcoli. Gauss , il quale sino dal 1795 usava del principio 
stesso e l'aveva anche comunicato a varj astronomi, cercò, nella sua « Theoriamo- 
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iu8 corporum eodestiuroj 1809, » di appoggiarlo alla teorìa delle probabilità, dimo- 
strando' che, in forza della medesima, esso somministra la combinazione più vantag- 
giosa delle osservazioni , qualora la probabilità di an errore d' osservazione, A , sia 
espressa dalla formola: 

(i9) ^ ^- . 

ipotesi che si può risguardare come conseguenza o racchiude in se il principio della 
media aritmetica, cioè che, se di una quantità siansi ottenuti più valori per mezzo 
di più osservazioni immediate fatte colla medesima diligenza in circostanze simili, la 
media aritmetica dei valori osservati fornisca il valore più probabile di quella quan- 
tità. La dimostrazione che E^cke volle dare di questo principio e che trovasi nel 
« BerUner astronamisches Jakrbuch fur 1834, 9 nel quale ed in quelli per gli anni 
1835, 1836 il prezioso lavoro di Encke è contenuto, giova a rendere più palesi le 
supposizioni sulle quali il principio stesso è basato. Dopo Gauss, Laplace nella « Théorie 
analytique des probMUtés » dimostrò che, supposto grandissimo il numero delle osser- 
vazioni, il metodo dei minimi quadrati è preferìbile ad ogni altro, qualunque sia, purché 
sempre la stessa, la legge di probabilità degli errori. Gauss, ancora poi, nelle Memorie 
presentate alla Società Reale di Gottinga negli anni 1821-23-26, battendo una via dif- 
ferente dalla prima , confermò vie più il metodo col dimostrare che esso fornisce le 
combinazioni le più vantaggiose delle osservazioni, non solo approssimativamente, ma 
anche in modo assoluto, qualunque sia la legge di probabilità degli errori ed il nu- 
mero delle osservazioni, purché si ritenga il valor medio del quadrato dell'errore sic- 
come la quantità più adatta a definire e misurare in modo generale la incertezza di 
un sistema d'osservazioni; esso definisce, propriamente, l'error medio (a temersi) come 
la radice quadrata del valor medio anzidetto. Bessel, nelle profonde e soddisfacenti 
sue « Vntersuchungen uber die WakrscheinlióhkeU der Beobachtungsfehler. Schumac- 
hers astnnondsche Nachrichteiiy N? 3St8 e 359, anno 1838, » trova che — ammesse 
due condizioni, cioè che molte siano le cause concorrenti a produrre l'errore d'osser- 
vazione e che degli errori medj da ciascuna di esse derivanti, nessuno superi consi- 
derabilmente i rimanenti; la prima delle quali Bessel fa sentire come verosimilmente 
si possa in generale ritenere sussistente, e cosi pure la seconda, in osservazioni giu- 
diziosamente istituite con istrumenti armonizzanti nella precisione delle proprie parti — 
cause di errore, comunque influenti, alle quali corrispondano cioè leggi di probabilità 
e limiti degli errori qualisivogliano , concorrono alla produzione di errori d' osserva- 
zione, che si accordano ossia confermano la legge esponenziale (29); propriamente la 
funzione (29) risulta il primo termine di una serie, esprimente la probabilità di un 

TopB. 1. R*. 6.18S8. 43 
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errore complessivo d*08servazione, della quale i termini successivi divengono tanto più 
trascurabili quanto più grande ò il numero delle cause di errore cooperanti (*). 

I. Siano : V| , Va , .... V^ p funzioni delle incognite x^ tX^^ ••••^i»; O, , O, , 
.... Op valori per quelle funzioni somministrati immediatamente o mediatamente dalle 
osservazioni; m^ , m, , ....m^ gli errori medj a temersi; Pi 9 p* > . . . . p^ i pesi di 
siffatte determinazioni, le quali si suppongono indipendenti le une dalle altre. Nella 
ricerca dei valori più plausibili delle Xr, le \, si ponno ritenere funzioni lineari 
delle medesime, che, ove noi fossero, tali si ridurrebbero, introducendo in luogo delle 
incognite primitive le loro differenze coi valori approssimati , che sono bene spesso 
conosciuti si ponno calcolare col socxH)rso di n fra le equazioni fomite dalle osser- 
vazioni. 

Ponendo : 

(30) (V.- 0.)v/p,= V. » (V,— 0,)v^p.= V. , . . . . (V,- 0,)^pp = V, , 

si sarà nelle stesse condizioni come se osservazioni immediate, egualmente precise , 
delle quali Ferror medio sia m,^/?. = ^a^Pa = •••• od il peso sia l'unità, avessero 
somministrato : 

(31) v, = , v, == , . . . . , Vp = 0. 
Siano ora : 



(*) Se si suppone, come Hagen, — Grundsuge dir WahrtehHiUiekk»iU^B»ehmung. Berlin, 1837^, 
che, in ciaMima specie di ossenrasioni, esista un certo numero indeterminato, grande, di errori elemen- 
tari, indipendenti gli uni dagli altri e deUa stessa grandessa assoluta, i quali possano essere indifferen- 
temente positivi negativi, sì che i veri errori esistenti risultino dalle somme algd>riche de^ errori 
elementari, la legge di probabilità di quelli è la legge dei coefficienti deUo srilappo di una dorata po- 
tenxa di un binomio e quindi, approssimatiTamente, com'è chiaro, la legge (S9). Siccome lavoro tendente 
a dimostrare U principio dei minimi quadrati dietro consideraiioni non tanto elevate è notabile, sdibene 
pur troppo non in ogni punto soddisfiMente, quello del Sig. Biver, che trovasi ntì^ Jimrnai d» Liomviik, 
7. 18, amné9 1853. «> Esso immagina una fìmsione delle correiioni a ritrovarti, che chiama rischio di 
errore, della quale svUuppando gradatamente il concetto e le conseguenti proprietà , conchlude potersi 
esprimere con una lìmiione della somma dei quadrati deUe correiioni, di forma iBdeterminata, na con- 
tinua e crescente decrescente al crescere decrescere della somma aniidetta; cosi che, mentre siffatta 
indeterminaiione deUa forma della fìmiione esprime analiticamente il vago inerente alla natura della que- 
stione ed dia deflnisione del rischio d'errore, U più plausibile sistema delle corrosioni viene ad essere 
ciò non ostante determinato» dovendo per esso rìescire minimo il rischio d'errore e però minima la somma 
dei quadrati deUe correrioni. 

La teoria dei minimi quadrati, all'incremento della quale concorsero gli autori nominati, Argelander, 
Hansen, .... , trovasi esposta nella prima parte dd -> Xdbrà. dtr hóh. Qmd, HonMlMtt, 4845^1848 » 
di Fischer (a cui fh dd massimo giovamento il su dtato lavoro di Encke) in modo da dispensare chi lo 
studia dd ricorerre a molte deUe fonti originali; neH'appresiata opera dd Liagre» Cè(ciU Àt jn^vòcè. etc. 
BnunU*», 1853 ■■ la teoria propriamente detta non trovasi invece sviluppata quanto le applkasloni ; in 
quella pure stinuta dd Gerling «» Di* ÀusgUichmngt-Biekn. dtr p. Gtinm. Gidha, 1843 ■■ la medciima 
è latta soltanto oggetto di un cenno storico. 



(32) 
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Vi = flj.i «I 4- o,.» «,-+-.... -4- a,,« «« — *i > 

<^a = «2.1 «I + «a.» «» -h . . . . 4- Oa^ «i» — 'fa » 



^p == Op,i «1 4- «p,a «a -f- -4- Op.. «» — *#• 

La somma dei prodotti dei quadrati delle differenze, fra i valori osservati e quelli 
a calcolarsi coi valori più plausibili delle incognite, per i pesi delle osservazioni corri- 
spondenti risulta in questo caso : 

(33) S = vj -h vj -h ....•+■ vj . 

Acciocché riesca minima questa somina, dovrannosi determinare le Xr coH'uguagliare 
a zero le derivate parziali di essa rispetto alle Xr medesime; si hanno dunque, rite* 
nendo le denominazioni superiori, le n equazioni normali : 

«1,1 Vi H- + «#,i Vp = ^i.i *i •+• •+• e,,, «, — d, = 0, 

«i.a Vi -+• -+- «#,a V^ = Ca,, «, -+- "h C,,, «„ — d, = 0, 

(34) ■ 

«1.1. Vi 4- H- ttp,» v^ = c«., «, -4- -h c,^ «, — d. = 0, 

dalle quali : 

(35) ^=§^' 

dove con X^ intendesi il valore corrispondente alla incognita x^, il quale soltanto per 
comodità di ciò che si ha a dire fu posto sotto la forma precedente. 

Siccome, qualora d'una funzione F delle V, , V^i , .... Y^ si determini il valore 
sostituendo in luogo delle medesime i valori 0, , 0^ , .... 0^ trovati colle osserva- 
zioni, il peso P di tale determinazione viene espresso dalla : 



* /dFVi /dF\M 



dF 
nella quale per le -r=7- voglionsi ritenere i valori che assumono le derivate parziali 

della F rispetta alle V, col sostituire a queste i valori O, ; ovvero se si consideri 
la F come funzione delle v, , v^ , .... v^ , il peso suddetto viene espresso dalla : 



H^h *{§)'' 



cosi, per avere il peso della determinazione (35), basterà osservare che, dalle equa* 

• 
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zioni (34), si ha : 

Ci,! •••• <^a.r-i d, 4- a,,, v, -f- .... H- Op,, v^ e 



«r— £ 



•n 



a>r^i •••• Ca,i» 



'ii,r4.i •••• C»^ 



ed anche, rammentando che, se gli elementi di un determinante risaltano dalla somma 
di più quanlilà, esso è eguale alla somma di tanti determinanti quante sono quelle 
quantità, ed osservando le (8) e (27), si ha : 



D. 



1 dC 



^^ C "^ 2C da,. 



Vi 



1 

4- -TFi 



dC 



>' 



2C da,., 

di modo che, per la (37) e (24), detto P, il peso cercato, si otterrà : 

1 ^1 JIC_ 
P "" C de 



(38) 



r,r 



la quale mostra che lo slesso valore si ottiene da quello (35) di X, o ciò che é lo 
slesso da quello ricavabile per Xr dalle equazioni normali, col porre in luogo delle: 
d, , .... d,^, , d, , d,^.i , .... d„ le quantità : 0, .... 0, 1, 0, .... 0. 

Se, in luogo di determinare i valori di x^ col fare che riesca minima la somma 
(33) , si seguisse la via indicata da Gauss nelle su citate Memorie presentate alla 
Società Reale di Gottinga, sarebhe d*uopo cercare qual sia la combinazione delle equa- 
zioni approssimate (31) per la quale, ottenendosi identicamente : 

(39) 9(v, , v, , . . . . V,) = «, — X,, 

dove 9 rappresenta una funzione che si annulla per v, := Vj «=...«= ed X, una 
quantità formata soltanto colle 



•jr,r 



, k^ («= i, 2,.. . p). 



riesca minimo l'error medio o massimo il peso di tale determiaazione. Ora questo 
peso viene espresso, per la (37), dalla : 

1 



(40) 



P.= 



quindi la ^ dovrà esser tale che riesca minima la somma : 

Inoltre, derivando la identità (39) successivamente rispetto ad a;, , ^%f • ' * * w x^f 
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«d otservando le (32), ti hanno le s 

Odo do df 

dv, *•• ^dv. ••" ^ ^ dvp •^^ ' 



A do do do 

= -r^ a,^. 4- T-^ a.^, 4- 4- -r-^a 



*-dj;:*«-"^di;:**'''^ ■^s^^'^' 

df df df 

e però» per quanto fa detto delle quantità (25) soddisfacenti alle eqnanoni (26)» si 
vede che le stesse quantità (25) sono i yalorì delle : 

do df df 

dv, dVj dv^ 

che soddisfinno alle preoedenti eqnaàoni e rendono minima la somma (41). Pertanto, 
in yirtù delle medesime eqoasioni e della (28) essendo : 

1 / dC ^ dC ^ ^ dC \ ^ D, 

la (39) a confonde colla (35); e cosi pure, per la (24)» la (40) si confónde cdla (38). 
n valor minimo Sb della S» (33)» ossia la somma dei quadrati delle v,» v^» ••• v. » 

nelle quali si pongano i valori -^t -j^r» . . • • -j^ in loogo delle «i » «, » .... «p» si 

può scrìvere come 'se(pie : 

£« V* «= S»- ITA "^ S« **»» **•' '^ •••• "*""^ 2« •«wi •'.»• — ^S* ^* *«.»• |"^"]S«*J 



ovvero: 



S'*'» '='2«-"£"["jf'^i •+-.•..-+• -j^^ — 2drJ4- 2^ 



si che» essendo» per la i^*^ eqoaaione normale 

D. . D. 

"TT -f" • • • • "T" C,.^ -57 



^r.! "TT 4- . . . . 4- Crwi "TT — d,. =» , 
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81 avrà : 

od anche per la (35) : 

(42) s^ == 2. *; - d. X. - d. X. - . . . . - d, X„ 

la qual forinola» trovati i valori X^ , Xj » . . . . X. » è assai comoda per calcolare 
la S«. 

Si cerchi ora quali relazioni sussistano fra il valore (35) della Xr ed i valori che 
si ricaverebbero per la stessa incognita dalle equazioni (31), combinandole ad n ad 
n fra loro; fra il peso P,. e quelli di queste altre determinazioni e fra i valori cor- 
rispondenti della S. 

S'immaginino per chiarezza tutti i sistemi di n equazioni ricavabili dalle (31) di- 
sposti e numerizzati similmente a ciò che si è fatto pei sistemi di elementi a^..^ , co- 
stituenti i singoli determinanti (2); cosi che Ty*^"* sistema di equazioni risulti dalle: 

(43) V =0, V =0,....,v =0. 

Vi y* Vh 

Ricavando dalle equazioni : 

a X, -^ a «-•+■.... 4-a x^ — k =v , 
Vi,» yi»« yu» Vx Vi 

a X, -h a «, -h....-+-a x. — k =v , 
y»9^ y»9* ys>« Vz Vm 

a X, -h a «a-f-.-.'+a x. — k = v , 

y«»» y«i> y«i» Vn Vn 

il valore di x,. ed osservando che, per la (9) : 



Vi da Va da y„ da 

si ottiene : 

K-, 1 r dAy dAy 1 

Ay Ay I da y, da y,J 

dalla quale risulta che il valore X,,r della Xr fornito dall'y**^ sistema ed il peso 
Vy^r corrispondente, per la (37), sono espressi dalle : 

-A7' 



(44) X,^ = =^ 



<«• l-h[{-^h- -mi 



yo*" y»»»^ 
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Per le (6), (10), (35) e (44), si hanno : 

A^ "T" Aj "+■ • • • • "T" Aj, 



(47) CX, = AJX.,-4-A;X., + .... +A*X.,. 

Per le (17), (38) e (45), si ha : 

(48) (p_«-hi)c^=a:Ì- + a:Ì- + .... + a;Ì- 

ovvero fra gli errori medj 
corrispondenti a ìfuei pesi : 

(Sarà continuato). 
Pavia, Sellembre 1858. 
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''t _'.-'. 



<t> 
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''l J'X^M 
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— f. 



1. ^ 
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'■-^'i 



r 
f. 




SU 'O 



^« 9 »■» -- O. » 



F. 



M .1101.(1) 



A^» 



M 



-f-p,./:. 



(J) ** [™ , (r, r, ... rj, ....] 

^ lk|_-... ^r, Tj ... TfJ g .... » 9» y 9i — |f«J 9 



" '■/a» •— J» 



nf»fe 
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dove y e fi sono numeri interi, e vi » {rtr^'^ «*.)*« e D sono determinati dall'eqna- 
xioni : 

^r = «rolfo 4- «rilfi 4- «r« !f. H^ . • • • -*" «r» !f« » 






Per soddisfare alFequazione (2) bisognerà che E non contenga altre fonrioni dei 
coefficienti, Aiori che i determinanti: 



(4) 



s(=*= ('^l'^i - Or K^i - «ì;)» • • •(•"."'e - ir%) 



il nomerò e dei quali è dato da 

1. 2. 3. . . .11 ' 

essendo 

— (>» -+• ^)('» 4- 2) . . . (fti 4- n) 

1. S. 9. • • • ft 

Affinché una funzione K verifichi 1* equazione (3) è necessario e sufficiente che 
siano sodisfatte l'equazioni comprese nella seguente : 



{'--^-^y-'' <•) 



(5) 

nelle quali i ed u sono numeri differenti, interi, positivi e <C.n -h ìy e 
__ d 

d 

àg^ = ^(r,— r,fc^,)(r, ... r^^g — 1 , ... r, — 1, ... fu), . . --r > se ^<ii . 

I determinanti (4) sono tutte funzioni razionali di uno solo di essi, e delle so- 
luzioni comuni all'equazioni (1) (quando si faccia ]fr=!fo ^r)» 1^ <ni>l> indicheremo con 



(*) Pag. 160 e 196. 

Tom. 1. W. 6. I8M. 44 



346 ANNALI DI MATEMATICA 



(6) 



X'j Xfjj • • • fl5^ > 






1 a » ' 



dove = m". Infatti, si prendano le v equazioni risultanti dall'eliminazioni succes- 
sive di fi — 1 termini qualunque del sistema (1) dove si è posto y^ = y^ «^ . Cia- 
scuna di queste equazioni avrà per coefficienti p — n + 1 determinanti (4), quindi 
sostituendo successivamente in ciascuna ^ — n sistemi di soluzioni comuni (6), egua- 
gliandole tutte a zero , ne potremo ricavare i valori dei v — 1 rapporti dei deter- 
minanti (4) a uno qualunque di essi, espressi razionalmente per le soluzioni comuni (6). 
Potremo dunque riguardare ogni combinante K come funzione razionale soltanto delle 
soluzioni comuni (6) e di una funzione dei determinanti (4), la quale potrà essere 
la risultante dall'eliminazione delle indeterminate del sistema (1), quando vi si ponga 
yo = » e che indicheremo con P^ . 

Effettuiamo questo cangiamento di variabili nell'equazioni (5). Perciò, riehiamefemo 
le formok dimostrate nella Memoria «opra le sobuiotd snnmefridk^ delle soltmom' 
comtnit a jmiì e^uaxkmi (pag. 193). 

Siano : 

Ri = Po *i ~i" 2 * *i * 



R.= Po«I-H^ P; «!^» 



i 

!»_•• 



Tequazioiii risultanti dall*eliminazìoBe dal sistema (1) di tutte le incognite fàori che 
«M sola, quando però vi sia fotto y^ = yo 'r • Avremo : 

A,^P«=0, 
se I è differente da », e 

A„ p. = i-r^' = - p. 2 <i-. 

ì*) v«« fis. -US. ' 
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essendo p differente da I, e t e u differenti da n. Onde l'equazioni (5) divengono 

dK 



-(^■'-«~sib>-i''l^ 






v< 









= 0, 



Ma il combinante K dovendo essere ana funzione omogenea, se è di ordine X, avremo: 

dK 



y< 



onde 



VoV 



dK 



dK 

Vi- h . . . . 



dK .„ 



iy< 



= ^tf^K— 2,y, 



1 



dK 



H 



»— ^» 



Sostituendo questi valori nell'ultima delle precedenti, avremo le seguenti equazioni, 
che saranno le caratteristiche dei combinanti : 



(7) 



(8) 



(9) 



/^ «r i 1*1 dK dK ^ 

^ „ « dK dK „ 



0*1 "^11— I» 



dK 



dK 



d» 



+ ».P*;-"' 15- = M^— K • 



dP 



È facile a verificarsi che sono integrali dell'equazioni (7) e (8) le tre funziooi: 

jo 1 1 .— 1 

y, «; «-.' .... iC;» 



PJ» *ia3...i» — 


Va 


•vj ìB, •••• «T^ 








y« 


«i xi .... <"> 



H 



ia3..*(n4.i) — 



1 


1 


1 


• ••• 


1 


X' 


*•; 


»;« 


• • • • 


<+'> 


X' 

• 


• 


• 1 


• ••• 

• 


-,(•+1) 

« • 


• 


• 


• a 

••'il 


• 
• • • • 


• « 



Quindi una funzione : 
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(10) c = P:nfc nH 

(dove il segno n indica €be si deve fare il prodotto di pia fattori che si ottengono 
dando agli indici dei yalorì qualunque) sodisfarà tutte l'equaiiooi caratterìsùche, se 
prendiamo p e gl'indici dei differenti fattori in modo che G Terifichi tutte le equa- 
lioni (9). 

Ora* abbiamo 






onde, se ì è il numero dei fattori k 



*i*a'»**» 



e se 



(11) s(?. »ii + |i «£l) = p^'f:!^' 

avremo 

eìoè la ftiBiioiie (IO) sodisfarà a tutte le equaiioiii eareHeristidie di un combinante. 
Dunque K =» ^C sarà la forma di un combinante, se prenderemo la somma in modo 
cbe risulti simmetrica rispetto alle solunom comuni (6) , e quindi {*) esprimibile per 
una ftmnooe raiìonale e intera dei coefficienti del sittema (1). 

Fireme, i% Settembre 1858. 



n 
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U TEORICA DEI COVARIANTI E DEGÙ INVARIANTI DELLE FORME RINARIE 

E LE SUE PRINCIPALI APPUCAZIONI. 

MONOGRAFIA 

DEL PROF. FRANCESCO BRIOSCHI. 

(Continuazione V. pag. S09.} 

Cap? 3? Delle equazioni alle derivate caratteeistiche 
pei covarianti e per gli invarianti. 

1? Abbiamo osservato nel Cap? antecedenle ($. 3?) che essendo: 

9(^9 !f) = (Co » Ci > oj^ix^yr 

e f^{X9 y) due covarianti della forma u, se si pone : 

+^ («X - i ^ Y, »X + J Jt y)= (C. , C. , .... CJ(X, ¥)- , 

i coefficienti Co > C, .... sono formati coi covarianti associati ({'o » 4^1 *••* 4'it ^^^^ co- 
variante (p 9 come i coefficienti Cq , c^ . . . . del covariante (p lo sono coi coefficienti 
della forma data. Ora consideranda C« come funzione di ({'o » .^i •••• si hanno le : 

^==V ^^ ^=V ^É*L 
àx ^^ d^r dx ' dy ^'' d^*, dy 

e da queste : 

dhp d^_dk|; dC^_ A dC, /d^ d^^ d^ d^^ \ 
dx dy dy dx ~" T*^ ^r \dx dy dy do? / 

ma per la (18) : 

d+ dC. _ d£ dQ ^ fd^ Ìf5 __£Ì ^\ 
dx dy dy dx \dx dy dy dx ) 

quindi rammentando la (12) si avrà : 

d+ dC, d+ dC, r . ,p , ,..p -, 

di'd7""d7dF't<'^~ '^^'^^ - * (» - i)^C^.] • 

Analogamente supponendo nella (7) (p = u le formole (12) (13) danno : 

d^ d^r ^ ^r r , .. , . . . , -, 

di -dir "'¥'H^ ^^ (« - r)+,^. - r(s - l)fe+^. ] 
per cui sostituendo e ponendo per brevità : 
m >I(Q = $r «^-i ^ ' N(CJ = |, (n - r)^-,^. ^ 
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si ottiene la seguente equazione : 

N(CJ - (m - .)C^ = (» - i)fc[ M(C.) - cC„ ]. 

Osserviamo che le espressioni : 

M(Q - cC^. , N(Q - (m - e)C^. 

sono identicamente nulle allorquando suppongasi il covariante <f eguale alla forma u, 
giacché in questo caso le Co» C^ .... coincidono ordinatamente coi covarianti «fo » 4^1» 
•••4'i»> perciò l'equazione superiore dovendo sussistere qualunque sia il covariante f, 
si spezzerà nelle due : 

(25) M(C.) — eC^. = , N(CJ - (m - e)C^, = 0. 

2? Queste equazioni contengono evidentemente una proprietà relativa al modo di 
composizione dei coefBcìenti Co > C, .... coi covarianti ^o » 4*1 '•'• * ^^ questo modo 
di composizione si è dimostrato identico a quello dei coefficienti Cq > e, .... del co- 
variante <f rispetto ai coefficienti a^j a^ .... della forma u ; se dunque indichiamo 
come nelle equazioni (24), con P, Q i simboli di operazione : 

si avrà che un coefficiente e, di un qualsivoglia covariante ^ della forma u dovrà 
soddisfare alle due equazioni seguenti analoghe alle (25) : 

(26) P(c,) = «c,^, , Q(c,) = (m -«)c,+, . 

Questa proprietà dei coefficienti di un covariante conduce a molte ed importanti con- 
seguenze. Osserviamo dapprima che essendo Co» e, .... funzioni di a^f a, .... si ha.- 

d^ d^ dCo d^ de, df de,» 

dttr dCo da,. de, da^ dc« da,. 



per CUI saranno 



ma: 



^('> = ?' :^ P^''-) ' Q(T)=tt:0(''') 



de, 1. 2. 3 $ ^ 



quindi per la (26) risolteraiino : 



p/^v _ f »»(m - 4) .... (m - « 4- 1) 

Q(,) = ^, "»(m-l)^...(m-,) ^ ^, 

f «. «• O* •«*• 9 
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ossìa : 

(27) P(?) = »è' Q<?)=*i^ <•) 

equazioni le quali debbono essere soddisfatte da un covariante f qualsivoglia, 

Se con QP(c,) , PQ(c,) si indicano i risultati che si ottengono eseguendo sulle 
espressioni P(c,) , Q(c,) le operazioni Q, P; essendo : 

rvrn X ^ / v ^^M àP{c,) ^ d'c, , .. .. de, 

QP(0 = ^,{n-.)«,,. -^ . ^= ^.ra^. —- + ^, + i) ^^ 

si avrà : 

ano,) = ^i|,(n - i) ra^, a.^. jj-^-+- ^,(n - r){r + l)a^. ^ 
ed analogamente: 

mO = 54.(» - Ora^. a... J^+ |,(„ - r + l)r«^. 5^ 
quindi : 

(28) QP(c,) - PQ(c,) = a;§,ni,^^ - n±a^^-. 

ma per le (26) : 

QP(c,) = 9Q{c^,) == s(iii-.s+l)c, , PQ(c,) =^ (m— s)P(c,+.) « (m-s)(s4-i)c, 

dunque : 

QP(c,) - PQ(c,) = (2« - m)c, , 
o sostituendo : 

Se ora supponianio che i coefficienti Co > Ci .... siano di grado p rispetto agli é^^ , 
a, .... si avrà ; 

(29) ^'«'è=^' 
e Tequazione superiore diverrà : 

(30) 2r»-«r^ = I (2« + n/) - m)c, . 

Questa equazione che possiamo sostituire ad una delle (26) quando abbiasi riguardo 
alla (29), contiene una proprietà di omogeneità dei coefficienti Co i e, .... che deno- 
mineremo omogeneità in indice. Infatti se chiamasi indice di un termine qualsivoglia: 

(*) Cayley — . Recherches nooYeUes sur les (Jlovariaiits. Journal de Creile Tf "17. 
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Aal"" a\' al" , (^o 4- g. 4- . . .. 4- g« = p) 

del coefficiente c« il nomerò g, + Sg, +.... + ft^» essendo per la equazione (30) 

(31) g, -+ 2g, -f- .... -h ng« = I (2» + ftp — m) 

questo indice riterrà lo stesso valore per tutti i termini di e, ; cioè e, sarà omogeneo 
in indice. 

Quindi per un covariante ^ di ordine m e di grado p , l'indice del coefficiente 
Co sarà |(np — m), (numero intiero che abbiamo denominato (Gap? 1?) indice del 
covariante (p), e per la prima delle (26) dovrà lo stesso coefficiente soddisfare alla: 

Se poi osservasi che dalla seconda delle (26) si hanno le : 

(33) e,==-^Ql,e,), e, = -^r Q(c.) . . . . e» = Q(c._.) 

m tu — 1 

è evidente che la ricerca di un covariante riducesi a quella del coefficiente del suo 
primo termine^ giacché quando questo sia noto gli altri deduconsi di seguito mediante 
quelle equazioni. Ma la determinazione di questi coefficienti può ancora ridursi più 
semplice perla seguente proprietà dei medesimi, lì coefficiente e» l'indice del quale 
per la (31) è \{np + m) deve soddisfare per la seconda delle (26) alla : 

*-Xr^ -f- 2a^^ T-^ +.... + wa, -r^ == . 
da.«, do„«.. Otto 

Ora è chiaro che se nel coefficiente Cq di indice | {np — m) si sostituiscono ordina- 
tamente i coefficienti a^ , a,.., , a^; l'indice dell'espressione risultante sarà 

f (pn -hm)y e la medesima dovrà soddisfare una equazione della forma della supe- 
riore, ottenendosi questa coll'operare quella permutazione sulla (32). Quindi la espres- 
sione che deducesi da Cq mediante quella permutazione sarà il valore del coefficiente 
c„ od al più potrà differirne d'un coefficiente numerico. Se inoltre osserviamo che per 
la prima delle (26) si hanno : 

1 1 

tn m — 1 

e che i simboli delle operazioni P, Q si scambiano per quella permutazione, eviden- 
temente i valori dei coefficienti 0^., , c^^ .... od i prodotti di essi per un coeffi- 
ciente numerico si dedurranno da quelli di e, , e, .... permutando in questi le a^ » 
a, .... nelle a^, a,»., .... Siccome poi anche le equazioni (27) si scambiano per le 
permutazioni : 
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tto » ttj . . . . a 



ji > 



X 



«« > o«-i •• • «o» — !^» — « 



il coefficicnle numerico suddetlo non potrà essere che Tunità negativa. 

Esempio, Consideriamo il covariante di terzo ordine e di terzo grado, ed in con- 
seguenza di indice tre, della forma cubica: 

Indicando questo covariante (il 6 dell'esempio del $. 4? Cap? 2?) con : 

(Co , c, , c, , c^Hx, y)^ : 

sarà Co una funzione omogenea del terzo grado, e di indice tre dei coefficienti a^ , 
a, , a, , as , e quindi si avrà : 

Co == aj 03 + Aoo «I a» -^ BaJ 

essendo A, B coefficienti numerici a determinarsi. Ponendo questa espressione di Co 
nella (32) ottiensi : 

Oo(Aao a, + 3BJ) 4- 2 Aa af 4- 3aJ a, = 

la quale dovendo essere identicamente soddisfatta dà pei coefficienti numerici A, B 
i valori : 

A= — 3, B = 2. 
Sarà dunque : 



Co = aj aa — 3ao a, a, 4- 2aJ 



e per le (33) 



e, = T Q(Co) = tto a, aa — 2ao a\ 4- aj a, 
Ca = i Q(c,) = — aa a^ tto 4- 203 af — aJ a, 
Ca = Q(Ca) = — aJ ao 4- 3aa a, a, — 2a; . 

I valori di c^ , C3 deduconsi evidentemente da quelli di c^ , Co permutando in que- 
sti le Uof ai , a^ » aa in aa » a, , a. , Oo e multiplicando le espressioni ehe ne ri- 
sultano per — 1. 

3? Abbiamo dimostrato che un covariante qualunque (p della forma u deve sod- 
disfare alle due equazioni (27). Reciprocamente se una funzione ^(ao , a^ , ... a. , x, y) 
omogenea di grado p e delFordine m soddisfa le equazioni (27) , essa è un cova- 
riante della forma u ; per cui quelle equazioni essendo le necessarie e sufficienti a 
caratterizzare un covariante, si denomìnennno equazùmi cariUterìstiche dei covarianti. 
Infatti nella funzione <p(ao , a, .... a„ , x^y) sostituiamo ordinatamente in luogo delle 
tto 9 a^ .... a, , Xty le Ao , A. .... A,, , { , m ;. indicando con la funzione che ne 

Tom. I. N*. 6. 18S8. 45 
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risulla, essa soddisferà alle due equazioni : 

(34) ^.rA^. ds: = ^ df ' ?' <^""'")^-' dA; = «d;r • 

Ora se Ao > A, .... sono i coefBcienti ollenuli operando la sostiluzione lineare (1) 
sulla forma u ( (2) Gap? 1?) si ha per lo sviluppo di Taylor : 

A = ——*——(&^ + ih-T 

' n(n — l)...(n — r-f-l)Vd« iy / 



od anche : 

A,= 






n(n — 1)— (r 
per cui indicando con U, V le operazioni : 

d d „ d . d 

si avranno le : 

(35) U(A,) = rK^, , V(A.) = (n - r)A,^, . 

Ma dalle: 

ki= dx — /3y , /cn = «y — ya5 

deduconsi facilmente le : 

U(?) = ~y,, V(J) = 0; U(y,) = 0, V(y,) = -{. 

(dO\ /dO\ 
— 19 I — I si indicano le derivate di rispetto alle a , ^ .... 

contenute nelle (, v) si hanno le : 

Le equazioni (34) per le (35), e per queste ultime diventano : 

ossia : 

(36) U(*) = . V(*) = . 

e da queste osservando che : 
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( do do dO) ( 
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^ d** d*| 
dy dd dy | 




d'O do 

^ ^ d^ dy" "*" da 





dada 
^TTT/^. « I d'* d*0 dO) ^ 1 d*0 

^w==^te-^^dii^"*-dFr'rdM? 

deducesi la seguente : 

do do do do 

(17) uvw-vuw=.l^H-y^-P^-a;ij- = o. 

Da ultimo essendo le Ao » A, .... funzioni omogenee dell'ennesimo grado delle a, ^, 
y, a si ha : 

e siccome pei valori superiori di (, vi si hanno le : 

dj ^dj df .d{ , dyj .dti dt) .dti 

«d^-^^dF-^^d7-^'dr^-"«' «dr-^Pdp-^^d7"^'d5' = -'^ 

sarà : 

/dO\ «/dO\ /dO\ ,/dO\ ( ^dO dO) 

«y-*"H5prH57)"^H5^)^" Pdf -^^d;rr-"** 

e quindi : 

do do do dO " do 

Questa equazione e la (37) danno le seguenti: 

do do ^ -do -dO 

"dr-^''d7=''*' ^d^ -^ *d5- = f* ' 

dalla integrazione delle quali e di una qualunque delle (36) considerate come equa- 
zioni simultanee ottiensi : 

=^ («a — ^)n 

essendo > una costante rispetto alle a, fi .... funzione delle a^ » fli .... a„ , «, y. Per 
determinare la forma di questa funzione X pongasi nell'equazione superiore a=a=ly 
P=y=0 9 nel qual caso le Ao » A, .... (, yi diventano ordinatamente le Oq » Ai —x^y 
e si avrà: 

^ = ?K > «I — • «« > «» if) 

e sostituendo : 

(«a - |3y)ASp(«, y) = 0({, Y,) 

la quale appunto è la equazione che definisce un covariante (Gap? 1?). 
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4? Mediarne considerazioni analoghe alle superiori trovasi facilmente che le equa- 
zioni caratteristiche per un invariante ^ della forma u sono le due seguenti : 

(38) P(+) = , Q(^) == 

e che inoltre da queste, supponendo essere q il grado di tp» si deduce la : 

^'' 'dar 2 * 

cioè che rinvariante è omogeneo in indice, e l'indice di ogni suo termine è | n^ ; fl- 
nalmente che l'invariante stesso non alterasi permutando le a^ , a, ....nelle a« , a«., ... 
Quindi una funzione omogenea vp delle Oo * a, ....di grado g, di indice \nq, la quale 
soddisfi all'equazione F(^) = è un invariante della forma u. Ora osservando essere 
questa (meno il valore dell'indice), le proprietà che caratterizzano il primo coefficiente 
di un covariante, si comprenderà che gli invarianti di una forma di grado n potranno 
essere primi coefficienti di covarianti dì forme di gradi maggiori di n. 

Esempj. I? Determiniamo l'invariante quadratico di una forma u di grado n pari, 
del quale abbiamo provato l'esistenza al Gap? 1? Questo invariante sarà di indice n 
per cui si avrà : 

^ = Oo «« -+• B| o, a„_, 4- Ba a, a,^, 4- . . . -4- B^ a^ 

essendo B, , B^ .... coefficienti numerici. Ora sostituendo questa espressione in una 
qualunque delle (38) si ottengono fra i coefficienti B, , B, .... le relazioni : 

B, + n = , 2B, -4- (n— 1)B, = , 2B3 4- (n — 2)B, = .... 

le quali danno : 

,,, n(n-l) ... (n-r-hl) ^ __ , ,,fl n(n - 1) ... (^ -h 1) 
Br=("-1) To — ;; » B^==(— 1) ^ r~s — n 

Se ora assumiamo l'invariante <{/ per coefficiente del primo termine di un covariante 
d'ordine p della forma del grado (n + 1) : 

(ao, a,. .. .a„+,)(«,i^)"+' 
essendo n l'indice di ^ si avrà per determinare p la formola : 

n = I [2(n 4- 1) — p] da cui p = 2. 

Dunque tutte le forme di grado dispari hanno un covariante di secondo grado e di 
secondo ordine. 

II? Sia ^{ùo , a, .... a») un invariante di grado q della forma u, e considerando 
una seconda forma : 

f=(Ky à, ,.... b„){x, yr 
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di grado m'^n, si sostitaiscano ordinatamente all'inyariinte «p, io luogo di Oo i a, ... 
le espressioni : 

d*/ d*/ dV 



dar ' dar-*dy* "' éf 

le quali indicheremo per brevità con «o , a, .... a. . La espressione ^(«o » 'i ••• «») 
sarà un covariante di ordine (m — ft)^ e di grado q della forma /. Infatti questa 
espressione soddisferà le due equazioni : 

analoghe alle (38); inoltre estendo : 

Jjl, ^ d(t» da, 
d6,, 4"d«, dt, 
si avranno le : 



ma: 



V ,* ^«' - ^"y/(^) < /^_^v5 d>. ^ d-a^/(y) 



ossia : 

m 



?'»*-. dT "^ "'-•■*•'' li" ' ?' <"-•■>*'+• dT, " <"-')«•*■ + * dF 

dunque sostituendo; 

?^'*^' 557 ^ di'' ?^('»-'")*^*«dr "^d^ 

le quali equazioni dimostrano la proprietà enunciata. 

Analogamente proverebbesi che essendo ^{x^ y), ^{Xf y) due covarianti della forma 
u d'ordini m ed s non •<m9 se nel primo di essi permutiamo le a;, y nelle |ff—x 

ed in seguilo poniamo ordinatamente in luogo di y", {T"^» ••*' ^^ JI^ ^JI ^ia *'" 

il risultato che ottiensi è un nuovo covariante od un invariante della forma u (*). No- 
tiamo che se s =» ni + 1 il covariante dedotto in questo modo è lineare , per cui 
tutte le forme le quali hanno covarianti di cui gli ordini differiscono dell'unità hanno 
anche covarianti lineari. 



(*) Hnnite. Sv la thèorto to Cndioiit homofèMt à d«B iDdéten^Déei. GtenMk di Cmbridgs 
iS54. pag. ISi. 
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Applichiamo questo teorema alla ricerca della espressione generale degli invarianti 
cubici delle forme di grado n = (mod. 4). Il covariante (p sia la stessa forma u» 
ed il primo eoefGciente del covariante ^ sia 1* invariante quadratico della forma di 

grado - • Sia : 

♦(a?, y) = («o f «. •••• «J(a?, yV . 

Per determinare il numero 8 osserviamo che essendo quel covariante di secondo grado 
e di ordine ~ si ha : 

- = -(2«-,) 



tto «, — na^ «»_, -I a, «„_, — . . . 4- a, «o 



dalla quale « = n ; quindi la espressione : 

n(n-- 1) 
2 
è l'invariante cubico della forma u. 

5? Se i coefficienti di un covariante o di un invariante della forma u sono espressi 
in funzione delle radici x, , x^ ..,,x„ , supposte disuguali, dell'equazione u{Xy i)=0, 
le equazioni caratteristiche pel covariante e per l'invariante si potranno determinare 
nel modo seguente. Essendo : 

(a, , a, .... aj(», y)" = ao(x — x,y)(x — x^^y) .... {x — x^y) 

e ponendo per brevità : 

n{n — 1) ... (n — r -4- 1) 

1. 2. 3. ... r 
si ha come è nolo .* 






«r-a «, 4- . . . + Pi tti «;;-* + tto aC*! 



dalla quale ranunentando le relazioni Newtoniane fra le somme delle potenze delle 
radici ed i coefficienti, si deducono le formole : 

essendo a = x, 4- «» 4- .... -h x^ . Quindi indicando con X una funzione qualunque 
delle tto , a, ... a» ed in conseguenza delle «, , «,,...«„, si ottengono le : 

2" dX « dX ^ dX j, dX 

^ , dX ^ <*^ , ^ / . dX 
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Sia ora X eguale ad on ooefficiente e, del covarìante : 

?(«» y) = {Co 9 e, .... cj(«, if)- 

della forma u; supponendo e, espresso in funzione delle radici x, , a?, .... , le equa- 
zioni (26) per le superiori si trasformeranno nelle : 

la seconda delle quali essendo a^ir 4- nag = e (29) : 

riducesi alla: 

(*2) ^.«; ^ = poe, H- (m - »)c,^. ; 

inoltre dalla (30) si ha : 

<*^^ ?^*^ è == 1 <^' "^ '^^ - '^'''' • 

Quest'ultima equazione mostra essere \ (2s + np — m)c« il grado di e, rispetto alle 
x^ , x^ , , . . . «« , inoltre, per una proprietà generale alle funzioni simmetriche, p 
è la più alta potenza delle radici nelle funzioni simmetriche che compongono i valori 
di Co , e, .... Quindi il primo coefficiente Cq sarà una funzione delle radici di grado 
\ (ftp — ni) nella quale le radici non saranno affette da esponenti maggiori di p e 
che dovrà soddisfare all'equazione : 

* dc« 



?' àx, 

cioè dovrà essere una funzione delle differenze delle radici. La equazione (42) darà 
in seguito i valori di c^ , c^ .... Dalle (27) per le formole superiori di trasformazione 
(40) si otterranno per un covariante qualunque ^ le seguenti : 

e per un invariante <^ {%' 47) le : 

V *L_o V « il = ?1* 

^'di:~" ' V «te, 2 *' 

no 
quindi l'invariante ^ sarà una funzione delle radici di grado -^ nella quale le radici 
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non sieno elevate a potenze maggiori di g, e che soddisfi alla prima delle equazioni 

saperiorì; cioè sia una funzione delle differenze delle radici (Gap? 1! $! 4!). 

ÀppUcaxione, Consideriamo l'equazione ai quadrati delle differenze delle radici 
della u(Xy 1) = » ed indichiamola con : 

£ evidente che un coefficiente qualunque b^ è una funzione sinunetrica delle radici 
del grado 2s che soddisfa all'equazione : 

ab. 



? 



'dx,=» 



e che le più alte potenze di quelle radici saranno ordinatamente 2, 4, .... 2(n — 1) 
in 6x , 6, 9 .... b,^^ ; e %{n — 1) per tutti gli altri coefficienti 6. , 6.^, .... b^ . Ne 
risulta 1! che fra quei coefficienti il solo 6^ è un invariante della forma « , 2! che 
tutti gli altri coefficienti sono funzioni razionali, intiere di primi coefficienti di cova- 
rianti della forma «. Infatti indicando con g il grado rispetto aDe radici di uno qua- 
lunque dei coefficienti, e con «> la potenza più ah» delle radici nel medesimo, dovrà 
essere: 

(44) ^ = A ii« , oppure ^ = i (n« — ») 

essendo m un numero intero; secondo che quel coefficiente è un invariante od il 
primo coeffieiente di un covariante della forma «. Ora per un co^ficiente b^ si hanno: 

^ = 2s, tt = 2s, (r= 0, 1, .... n — 1) 

e quindi la prima delle equazioni (44) non può verificarsi che per fi=2, e la se- 
conda dà : 

m = 2s(fi — 2) ; 
oppure : 

9 = 2s , « = 2(» — 1) (« = n , » -4- 1 ... fi) 

ed in conseguenza la prima delle (44) è soddisfatta da < = ft , e la seeooda dà : 

»=2[»(fi — i)--2s]. 

Dunque i coefficienti 6, , 6, .... 6^^, saranno funzioni razionali, intiere di primi coef- 
ficienti di covarianti della forma u dei gradi 2, 4, .... 2(n — 1) e degli ordini 
2(11 — 2) , 4(fi — 2), ... 2(fi — i)(fi — 2); ed i coefifeienti 6, , ò.^., , ... b^^ fun- 
zioni razionali, intiere di primi coefficienti di covarianti della forma « tutti del grado 
2(11 — 1) e degli ordini 2(»* — 3») , 2(fi*— 3ii — 2), ... 8, 4. D coefficiente b^ 
sarà un invariante della forma u del grado 2(ii — 1) cioè sarà il discriminante della 
forma stessa. Suppongasi » = 4 e posto : 
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a =» tto , 6 = ttott, — aj , e = aj tts — 3ao a, a, -4- 2aJ 
t «= aoa4 — 4ax tts 4- 3aJ , i«» Oott, 04 -4- 2a, a, a, — aottj — aja4 — aJ, 

», j sono, come mostreremo in seguilo, i due soli invarianti indipendenti della forma 
biquadratica «, ed afò^c sono i primi coefficienti degli unici covariantijndipendenti 
della forma stessa. È evidente che combinando per prodotti quelle cinque quantità 
le loro potenze si otterranno delle espressioni le quali potranno essere primi coeffi- 
cienti di covarianti della forma biquadratica tf , e che i gradi dei medesimi coefficienti 
verranno determinati dalla stabilita relazione fra l'indice e l'ordine ($.? 2?). Quindi i 
coefficienti 6, , b^ ... 65 dell'equazione ai quadrati delle differenze dell' equazione del 
quarto grado saranno funzioni lineari delle seguenti quantità : 

6, .... 6 ; 6, . . . . 6* , a*t ; 63 .... ò', o*òi , a'j , e* ; 

64 ... . bU , abj , aV ; 65 . . . . òi' , atj ; 6« . . . . t' , j* ; 

ed osservando che si ha identicamente : 

e* = a^bi - 4Ì' — a?j 

il valore di b^ potrà formarsi colle sole quantità b^ , a*bi , a^j. Determinando i coef- 
ficienti numerici mediante la considerazione di equazioni biquadratiche particolari ot- 
tengonsi facihnente i seguenti valori : 

b,==^^b, ft, = 4- («6** + «*») > *3 = " (256** + Z2a*bi - 26aV) , 
ft^ = IJ {ZSàbU - 28806; — U^f) , 65 = ^ • 18»(2W - Uj) , 

*0 *0 



*• = ^ («' - 2'/) 



{QnUinua). 



■•••••I 
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SULLA RISULTANTE DI DUB EQUAZIONI DI 4? GRADO 

NOTA 

DEL CAV. FR. FAA' DI BRUNO. 



Essendo occorsi varii errori nell'espressione della risullanle suddella da me data 
negli Annali (Ottobre 1855), credo utile di qui retli6carli a comodo dei lettori, ri- 
correndo ad una scritturazione ideata dal Cayley. Si ha dunque per questa risultante 
Tespressione 
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prt^ qU* ps*t qrst r^t qs^ r*«* 
occ* ÒV ad^e bcde a^e bd^ c^d^ 



pqf prst q*st qrU ps^ qn* r^s 
abe* acde ode bc*e ad^ bcd^ c^d 
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avvertendo di moltiplicare solo insieme i termini letterali superiori coi superiori e gli 
inferiori cogli inferiori. Per esempio dal 7? quadro si ricaverà che i prodotti ab^eqrstf 
bcdepq*t hanno — 3 per coefficiente numerico. Si scorge altresì che i coefficienti nu- 
merici sono simmettrici rispetto alle diagonali \ , come deve essere da quanto di- 
cemmo in quella nota. 
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GONSTRUCTIONS DU GENTRE DE GOURBURE DB U COURBE, LIEU DES POOTTS 
DONT LES DISTANGES A DEUX COURBES DONNÉES SONI DAMS 

UN RAPPORT CONSTANT 

PAR A. MANNHEIM. 

CAMTAIRB D*AlTILUtB. 



Lemme. D'un poirU qudconque a (fig*. 1'.) de la courbe A, on abaisse la nor- 
male ab 9ur la courbe B; aux poinU a, b oit méne le$ tangentes al, bl aux courbes 
Ay B; lorique a parcourt A, le point 1 décrit un Ueu doni on demande de con- 
struire la tangente L. 

Soient A' et B' des ooarbes symétrìqaes à A et à B par rapport à la tangente al; 
fesons rouler A' sar A, soit D la coarbe enveloppe de B* entrainée dans ce moa- 
vement; D toache B' ao point e pied de la normale abaissée da point a sur B*; ee 
point est le symétrìqae de b , par saite la tangente en e à la coarbe D passe par 
If en oatre les tangentes le ei Ib sont égales. D*après cela, en rempla^nt les coar- 
bes B et D par lears cercles oscalatears en b et en e, le point l décrit une droite, 
axe radicai de ces circonférences. Il noas reste à constroire cet axe radicai qui n'est 
aatre chose qae la tangente demandée. 

Cet axe passe par le point l et doit étre perpendicalaire à la ligne des centres 
des cercles oscalatears; on connait le centre de ooarbore f de B, cherchons celai de 
D correspondant aa point e. 

Le centre de coarbure de D, correspondant aa point e, n*est aatre qoe le centre 
de coarbare de la coarbe décrite par g, centre de ooarbare de B'; en appliqoant la 
constraction de Savaryt comme Tindiqae la figare, on troave le point &. 

Noas allona modifier la constraction de ce point. D*après la formale de Savary Fon a: 

1 i\ . 2 

T H Icos. oah = — , 

ah ga) ao 

d*an aatre coté, en menant des points & et g les parallèles hm et ^ à la tangente 
al, Fon obtient qaatre points a, m, p, f qai forment ane division harmoniqae et Fon a: 

— JL= ^ 
am af ap * 

en comparant cette relation avec la précédente, et remarqaant qae am=ahf ga==afi 

on conciai que le point p est la projection da centre de coarbare o sar la droite of. 

D'après cela , il saffit d*abaisser da point o la perpendicalaire op sar fa , da 



(. 
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poinl p, la perpendiculaire pq sur no, et l'on obtiendra» en joignant le poinl f au 
point g, ane ligne fq qui passe par le poinl h. 

L*axe radicai cherché, qui n*est aulre qne la tangente demandée, est la perpendi- 
culaire L abaissée du point l sur fq. 

RédproquemerU connaissant cette tangente, on peut, à Faide de la construction 
inverse, déterminer le centre de courbure de l'une des courbés, Tautre centre étant sup- 
pose connu. 

2"". Solution. Rempla^ons la courbe A par une conique ayant pour foyer le 
poinl f^ pour centre de courbure o et passant en a ; remplacons en b la courbe B 
par son cercle osculateur. 

Celle conique et ce cercle soni deux courbes homologiques ayant f pour centre 
dliomologie; le point l décrìt alors un axe dliomologie {Prop. proj. des fig. n? 459). 
Cet axe etani perpendiculaire à la ligne des foyers de la conique , il faul pour le 
conslruire, chercher celle derniére droite. 

Pour cela, on abaisse du centre de courbure o la perpendiculaire op sur fa, du 
poinl p la perpendiculaire pg sur no , la ligne fq passe par le second foyer de la 
conique; la perpendiculaire L abaissée du point l sur fq est la droite cherchée. On 
retrouve ainsi la première construction. 

On arriye k une aulre construction de la manière suivante: l'axe d*homologie que 
nous cherchons etani parallèle à la direclrice de la conique, il sulfil de chercher celle 
droite. Le point f , intersection de la tangente al et de la ligne ft perpendiculaire à 
fa, est un poinl de celle direclrice; au poinl f on élève à ta la perpendiculaire Ut, 
celle droite renconlre of au point t-, la ligne ta est perpendiculaire à la direclrice L' 
cherchée ( Terquem. N."" Annales T. XVI page 331 ) ; il sufBl alors d'abaisser dd 
point l la perpendiculaire L sur ta pour avoir la tangente demandée. 

Remarqubs. 1? Nous venons de voir qu'il suffisail de chercher L'; nous avons 
déjà donne une construction de celle droite dans les Nouvelles Annales à Tarticle que 
nous venons de citer. 

Yoici la queslion résolue au n? 21 de cet arlicle : 

« Soil bfc un triangle reclangle mobile et variable doni le sonmiel de l'angle 
» droil est Bue en f el doni l'hypolénuse ho est tangente à une circonférence donneo 
» 0, le point e est le point de contact mobile: on demando la normale au lieu dé- 
» crii par le point b. » 

On peut Irouver un grand nombre de construclions de la tangente au lieu décrìt 
par le poinl 6 el par suite de L', il suffil pour cela de transformer, à Faide de la 
Ihéorìc des polaires réciproques, les construclions connues du centro de courbure des 
ooniques, la direclrice etani une circonférence décrìte de l*un des foyers de cette co- 
nique conmie centre. 
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Réciproqnemcnl une constniclion de la laogenie an Uea décril par le poiot b eoo- 
doit, a Faide de la Ibéorie des polaires réciproqoes, à one conslroclion da cenlre de 
coorbure des eoniqaes. 

2? Le lemme quc nous avons rcsolu plus kaut est on eas particolier de la ques- 
lioD soivaolc : 

Etani donnés deux caurbes quelconques A , B ei un point f arhitraire dans 
le pian de ces courbes, de ce point, on méne une transversale quelconque qui coupé, 
A au point a et B au point b; de ces points, on méne aux courbes ketBles tan- 
gentes al et bl qui se coupent en \; on demande la tangente au Ueu décrU par le 
point 1 lorsque la transversale toume autour du point f. 

Pour résoudre celle queslion, on remplacc en a ei en b les courbes A en B par 
des coniques osculalrices, ayanl pour foyer coramun le poinl /*, el Fon cherche pour 
celles-ci Taxe d'iiomologic qui passe par le poinl /. 

Celle droile, qui esl la langenle cherchée, passant aossi par le point de renconlre 
des direclrices de ces coniques, esl facile à délcrminer. 

Constructions du cenlre de courbure de la courbe, Ueu des points dont 
les distances à deux courbes données sont dans un rapport Constant, 

Soienl B, C (fig. 2"".) les courbes données, A la Ugno doni on veni conslruire 

ab 

le cenlre de courbure correspondanl à un poinl quelconque a. L*on a— =conslanle, 

el il esl facile de voir que d*après celle condilion les langenles al, bl, ci aux Irois 
courbes. A, B, C se coupent au méme point /. 

Soienl le point cbercbé, f le cenlre de coorbare de B en ò, /^ le cenlre de 
courbure de G en e ; d'après le lemme précédenl, on construil la tangente L au lieu 
décril par le poinl /, considéré comme point de rencontre des langcntes al, bl, de la 
manière suivanle : 

Du point 0, on abaisse sor af la perpendiculaire op, el du point p sor ao la per- 
pendiculaire pq , la ligne fq esl perpendiculaire à la langenle cherchée. 

En considèrant le point / comme le point de rencontre des langenles ed, d nous 
pouvons, d*après la réciproque du lemme, revenir de la connaissance de L à la dé- 
lermination du cenlre de courbure f de C par la construclion suivanle : du point o, 
on abaisse sur ac la perpendiculaire op'-, du point p\ on abaisse sur ao la perpen- 
diculaire p'q'} en menant la ligne q'f parallèlement à qf, on a une ligne perpendi- 
culaire à L, qui passe par le cenlre de courbure f cherche. Nous avons ainsi une 
conslructioD, que nous appellons construclion (1), qui est symétrique par rapportaux 
points f el f, et qui permei de déterminer Tun de ces points lorsque Faulre est donne 
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ainsi que le poinl o; il nous reste à Iransformer celle construclion afin de délerminer 
lorsque Fon donne f et f, 

Au point f, (fig. 2.), élevons sur af la perpendiculaire /r; au point r, éievons sor 
(IO la perpendiculaire rs -, la ligne so est parallèle à /g : en effel, Theiagone opqfrs 
inserii dans l'angle oaf a dèjà les cólés op^ fr parallèles entre eux, ainsi que pq, rs; 
donc OS est parallèle à fq. On démonlre de méme , en effectuant une construclion 
analogue ponr f, que os' est parallèle à fq'; mais fq et fq' soni des ligncs parallèles 
enlre cUes; donc les poinls s, o, s' soni en ligne droile. 

Nous avons donc, pour délerminer le point o, la construclion suivanlc, que nous 
appellcronsy construcHon (2): aux poinls f et /", on élève aux droiles af ci af les 
perpendiculaires fr, fr'; des poinls r, r', on élèvc sur la normale ao, qui est connue 
puisqu'on sail conslruire oZ, les perpendiculaires rs, r's' ; la ligne ss' coupé la nor- 
male ao au poinl o cherché. 

Celle construclion symétrique par rapporl aux poinls f ^i f peut se Iransformer 
de la manière suivante : prolongeons (Og. 2) rf jusqu'à sa rencontrc /' avec al; les 
Iriangles l'fa ci r'os' soni lels que leurs cólés se coupé ni en Irois poinls en ligne 
droile : tf et r'o se coupenl en r, af et s'o se coupenl en s, tu et r's' soni paral- 
lèles à la ligne sr; donc ils oul leurs sommels sur Iroìs droiles concourantes, ainsi 
les lignes Ir', fo se coupenl en n sur af. De là une conslruction, que nous appel- 
lerons, eonstruction (3), qui He les Irois poinls /*, o, f, et qui permei de délerminer 
on f connaissanl f et Tun de ces poinls. Il existe une conslruction analogue qui 
permei de délerminer o on f connaissanl f et Tun de ces poinls. 

Applications. Lorsque les lignes B, C soni des circonférences, el que le rapporl 

ab 

— diffère de runilé, la ligne A est une ovale de Descartes ; lorsque le rapporl con- 

Stani est Tunité, A est une conique à cenlre; lorsque les lignes B et C se réduisent 
à un point et à une droile, A est une conique quelconque. Dans lous ces cas il est 
facile de conslruire le cenlre de courbure de A. 

En appliquanl aux coniqucs les conslruclions donnécs plus haul, on ne relrouve 
pas la construclion que nous avons employée dans la 2*""' solution de notre lemme, 
el qui nous a conduit à la première construclion de L. 

Nous allons y arriver , comme cas parliculier d'une nou velie conslruction gene- 
rale. Nous avons vu, (fig. 2) que si du point o on abaisse sur af, af les perpen- 
diculaires op , op' , el que si des poinls p, p' on abaisse sur ao les perpendiculai- 
res pq, p'q', les lignes fq, fq' soni parallèles. On peut opérer inversemenl: menòns 
des poinls f , f des parallèles quelconques qui renconlrenl ao en deux poinls ; en 
ces poinls, élevons sur ao des perpendiculaires qui coupenl af, af ; enfin de ces 
poinls d'intersection , élevons sur af , af des perpendiculaires qui se coupenl en 
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6> (*) ; à chaqae direction des paralléles issues des point /*, f eorrespond un point 
tei qoe » ; il est facile de voir qoe toiu ces points sont en ligne droite. Le centre 
de coorbnre cherché est donc TintersectioD de no et de cette droite. Pour constmire 
celle-ci, Dons allons chereher denx de ses points: si les paralléles menées des points 
fj f sont perpendiculaires à no, on obtient an point v de cette droite en prolongeant 
jusqa'à leur rencontre les lignes i/, r'/^; si les paralléles menées des points f j f ae 
confondent en une senle droite f f^ on obtient le point u comme Tindiqiie la figure 
et la ligne uv coape la normale no au centre de coiirbure cherché. 

Dans le cas particulier où Fon considére une coniqne, le point o est sor la nor- 
male no; donc c'esl le centre de coorbure de la conique. Telle est la construction qne 
nons nons étions propose de retroaver. 

AppUcaHon au probléme de la causiique par réfraetUm. La ligne A, (fig. 2) , 

ab 
est telle qae poar on point qaelconque a, on a — =» constante; mais ab=^al sin.Mi 

ss al sin. ftar , oc => oZ sin.c^ = al sin.cor , donc -r-^ — = — s=const. D'aprés cela, 

sm.car ac '^ 

si fa est la direction d*an rayon lomineax, A la ligne séparatriee des miliei», af 

enveloppe une caustique par réfraction dont G est la caostiqne secondaire. 

En employant l'une qaelconque des constructions précédenies, il est facile de dé- 
terminer le point f' où le rayon réfracté af touche son enveloppe. 

Nous allons chereher maìntenant la formule qui lie entre elles les longueurs af, o^y 
ao et les lignes trigonométrìqnes des angles d'incidence et de réfraction. Poor cela 
nous ferons usage du théoréme suivant: 

Etant donnés un angle doni le sommei est m ei un point qudeonque o dans 
son pian, on a^ en observant la règie des signeSf qutUe que soit la direction d'une 
droite passant par ce point et coupant les còiés de l'angle aux points e et d. 






JL — JL\. * 



= constante. 



^od oc /sin-dom 

{Tansf. des prop. métriques des figures. Page 3). 
Employons les lignes de la construction (3) : soient g le point où fh coupé of , 
» l'angle d'incidence et i l'angle de réfraction; Ton a dans l'angle rfh coupé par les 
transversales no, al : 



/ì i\ 1 /i _ 1 \ 1 

\ao or /sin.» '^ \ag W /sin. taf i 

l'angle tnf coupé par les mémes transversales donne : 

- ^- - 

(*) Ce point n'ett pit tur k figore. 



OU e08.f ' 
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/l 1\ 1 ^ /i i\ 1 

\ao a?/sìn,i \ag W/ewl * 



Divisant membre à membre ces deux ógalités et remplacant ar et or' par leara va- 



lears r « r, • on a la relation cherchée. 

COS.» COS.» 



AiUrement. Employons les lignea de la cmstruction (2) : Sok h le point où sa' 
coupé off Ton a dans Tangle rso coupé par les transversales atf al: 



(; 



±-±u,_ 



1 



'. » 



^00 ar /sin.» ah cos.» 
dans Tangle r's'o coapé par les mèmes transversales, on a : 



\ao tP/BÌnd' ah cos.t^ 



en divisant membre à membre oes deux égalités, on en déduit la relation cherchée. 
Remarque, Les constructions (1), (2), (3) ont été déduites de la première con- 
slruction de L; on peut y arriver en partant de la deuxième construction de cette 
droite. 

Chatelleraull Aoùl 1858. 
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SOPRA DUE FORMULE DI CÀLCOLO DIFFERENZIALE. 

NOTA 
DI EMMANUELE PERGOLA. 



In qaesto articolo mi propongo esporre le formule, che ho rinvenute per le so- 
luzioni dei due problemi seguenti : 

1? Determinare la derivata f^''"* di una funzione y delle altre funzioni ti, v, te;.... 
di una variabile indipendente x^ esprimendola con le derivate di ti, v, w .... per rap- 
porto ad X, e con le derivate parziali di y per rapporto ad ti, v, u;.... 

2? Determinare la derivata f^''"^ della funzione y tratta dall'equazione Q(Xy v)=0 
esprimendola mediante le derivate parziali di Q{Xf y) per rapporto ad a; e ad y. 

1. 

Per fissare le idee supponiamo che sia y =: f{u, v, tv) una funzione composta 
con le sole tre funzioni ti, v, w della variabile indipendente x. Indicando con y^'*\ 
ii(«)^ yin)^ ^{») |g derivate n*''*" per rapporto ad x di y, ti, v, tw, si ha 

, d/ , d/ , d/ 
^ du dv du; 

per la derivata f^""** che cerchiamo potremo supporre l'equazione (*) : 

^ ' ^ ^ du^^dv^dici^ 

dove gli esponenti 

*i » *« » • • • • > *r » Hi » Ha > • • • • > Hr > /i > /a > • • • • /r > 

gl'indici 

ed il coefficiente 

A, 

sono dei numeri ignoti, che ci proponiamo determinare. 

Posto ciò, differenziando l'equazione (r) riesce facile assicurarsi che le tre diffe- 



(*) Si sarà conyinti che l'espresiione di y('') debba essere della forma supposta, osservando che essa 
concorda con l'espressione di y', e con quella che si avrebbe per y('-^> derivando i due membri dell' 
equarìone (r). 
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renze 

«I 4- «a -4- ... -4- «r — « 

(3. H-Pa+... H-Pr— (3 

/i + 7a H- - -^Vr — y 

hanno il valore stesso delle differenze analoghe nei termini di ]f"^'\ e siccome esse 
sono eguali a xero per r = i» cosi conchiudesi 

« = «, -4- «, H- . . . . -4- «^ 
(a) j3 =. (3. 4- p, H- + (3, 

7 = 7, -f- y, 4- -4- 7r • 

Inoltre, poiché la sonmia 

(b) «. -h P, 4- y. 4- 2(«, 4- (3. + y,) H + r(«, 4- p, 4-/^) 

è minore per i della somma analoga nei termini di ]f"^'' , ed è eguale a lero in 
y\ cosi sarà pnre 

«. 4- P, H- 7, 4- 2(«, 4- P, + y.) -4- -4-rK 4- Pr 4-yr) = r. 

Stabilite queste equazioni si dimostra facilmente , che nella equasione (r) la somma 
2 va estesa a tutte le soluzioni intere e positive, o nulle dell'equazioDe (b); sicché 
per la completa determinazione di tf^ non altro rimane a trovare che la espressione 
del coefficiente numerico A^ 

A tale oggetto, conveniamo di segnare con l'indice le funzioni y, «, «, w e le 
loro derivate per dinotarne i valori corrispondenti ad « ss 0. Sari 

ITo — 2iA'^o«o •«• % ^ ••*% «'o «\> -«ro ^dtt« dn^ éw^Jo ' 
e siccome, dinotando generalmente;, con Ilik il prodotto 1. 2. 3.... iir, si ha pure 

^^^= Hr X coefficiente di af nello sviluppo di y secondo le potenze ascendenti di x, 
cosi conchiuderemo 

nello sviluppo di y secondo le potenze di X. 

Ora per formane lo svihippo di y ieeondo k potenze di x , hiMgtoa sviluppare 
prima y secondo le potenze di «, v, w, e poi sostitaune nel risuluto ad «, «, w i 
corrispondenti sviluppi ieeondo le potenze di s. Ma nello «Viluppo di y secondo le 
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poterne di th 9fW il coeflieieBle mumiìu» dì 

1 



Vd«- d»' d»y/. 



Ì^W^W' 



iaoltre, poiché 

e ctuaro che nello irìliippo di «* fecondo le poterne di x il eoeflkieale nomeneo 

di«f'«f'....iC'^é 

o o o 

n(tf, -f- «, 4- .... -f- a^) 



ni** na** ... nr"^ n*. n«, ... no^ 



Mnilmente, nello irihippo di v^ il eoeffieiente nnmerieo dì ^f^n/f* ... w^'' è 

P(g, ■♦- P, -K -»• -h fir) 

ni*^' na^* ... n/" np, np, ... nft, 

e fioabneote nello svihippo di v' il coefficiente di «f ' v^^* ... w*^"^ è 

n(y, 4- y> -h ... 4- yj 

ni^' na^* ... ib^'^ ny, ny, ... ny^ 

dunque dovrà eMere 

^ ^ n»- ^^ n(fl4 4- g, 4- ... -h «r) ^^ 
n« np ny ^^«. ^^a^ ^^^0^ „^_ ^^ ^^ 

^^ n(p, -h p, ... 4- p,) ^ n(y. -h y, -h ... -f- y.) 



ni^' na^* ... n/'^ np, np, ... np^ ni^" na^* ... nr^' ny, ny, ... ny, 

e ridocendOy a motivo delle relazioni (a) risulterà 

ni'*'"^'^'na*"^*^'...nr*'^^"^'^n«.np.ny.n«,n(3.ny,....n«j[(3^y, 

RiaMumendo si ha il seguente teorema : 

Se y =J{Uf Vf w)y ed u, v, w dinotano tre funinoni deQa variabile mdì; 
dente Xj la derivata t^'^ per rapporto ad x mura espressa dalla formula 
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neUa quale i valori di «, p, 7, A,, sono determinati dalle equaMoni {a), (A), eia 
somma ^ si deve estendere a tutte le solutioni intere e positive , incluso zero , 
deWequazione 

«. -4- Pi -H y, -h 2(«, 4- p, 4- y,) 4. . . . . 4. rK -f- Pr 4- 7r) = r. 

Qaando y dipende da una sola funzione u della variabile indipendente, si debbono 
eguagliare a zero tutti i numeri 

e la formula precedente si riduce a quella già data dal eh. Sig. Faà di Bruno nel 
volume 6? degli Annali di Tortolini. Similmente se y dipendesse solamente dalle due 
funzioni ti, v si dovrebbero annullare tutti i numeri 

/i » 7» > • • • » yr • 

Se poi il numero delle funzioni da cui y dipende fosse maggiore di tre, non si po- 
trebbe trovare difficoltà, in seguito di ciò che precede, a costruire immediatameqte 
la formula, che esprime la derivata tf''\ 

II. 

Sia y una funzione implicita di x determinata dalla equazione 0(x, y) = , si 
cerca la formula della derivata f^''"** di y espressa mediante le derivate parziali per 
rapporto ad a; ed y di Q{Xf y). 

Indicando le derivate 

da da d][a £a d*a d^-^-^a 

dy ' da? ' dy* ' àxày ' di^ ' ' da:"dy* 

rispettivamente coi simboli 

a , a, a, a, a , . . . ., a, 

01 10 oa 11 ao "•» 

l'espressione di y' sarà 

y' — — a"'a 



—I ^^ 

01 10 



e per quella di y^"*' potremo scrivere l'equazione 

»<" = 2B,a""" a"".... 0°^.... q"""^' q"^"" .... a"".... a 

01 IO mi» in>m<^l in-f-l»n or ro 

nella quale debbono determinarsi gli esponenti 

*01 > *I0 » . . . . , fl^ » • • • *rO » 

ed il coefficiente numerico B^. 
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nenraBdo Vtqmaname p mjt 4 c1i , e rifeUcado cIk b derìnu dì fX Tiene cjpicJM da 

fi — il ir-« Q , 

si tiOTcri 

/ 

» 

2^ B, a" a" .... ù^~*.... D^"^' fl^**'- 

— 2-;« Rtt a .... Q ~ ..., a -—^ Q 

V 

On si Tede che ii liiy IcrmiBe del fecondo membro b aamm^ defli cspooenli 
é b stcan che udTtapnmkmt dì^^, e siceoBe qwiU aammk è ^nle a nro in y , 
con nn pare «to per ogni Talore dì r, e si avn 

In ohrv, siccome b sonan dei prodoUi, che si ollengono mnlliplifando ciascuno cspo- 
nenie per b sonan degfindici del btlore cni comsponde , si trora nei lamini di 
/^■^ snperiore dì i aDa somma anak^ neO*eqireaione di y», e siccome tale som- 
ma si riduce a «to per r = i, cori dorrà csere 

FinabKme omervando che nei pamare daD* cspicsìone dì 9^ a qndb di y^*^» si 
aomenU di i b somma dei prodotti di csaocnno esponente pel primo indice dei fat- 
tore al qnale compete, ed omiii laito ianeme, ém tak somma si ridnee ad i quando 
r = 1, si potrà lomhindfrr 

Rìnnendo le tre ennaiioni trorate fra fjÒL eipofmi *»,•««••««,• potresno 

scjivcile nei modo segnente: 

W, «Ol = — («IO -+-«»•-*• — - -+- ««1 -*- ««1 -*• - -H «w -+• «« -♦- — - 

C«« -*-«., -*•«.. -f-«(«^ -*-«« -♦-«.. -H^ +...+(r— IMa^-h .... -*.0=r— i 

«1« + «ji + — — -f- ^«»o "T" «»i + —I "T" — — *+ '"W ^ ' 

si pnò itaMire bcilmente, dK i termini a cai neH' espm 
di ^ derca e H enàer e b somma 2 tono qvelit che unii iipiadimii a tane le 
ìmcve e porilìfe (avo compicio) delle dne ennagoni (I),. 
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Per passare ora alla determinazione del coefficiente numerico B^ indichiamo con 
2^0 ^^ yV ^ valori di y ed f^''' per x = ; e conveniamo di segnare similmente con 
l'indice le derivate parziali di Q( x, y) quando in esse si sostituisce a; = ed 
y = ^0 • Sarà 

IO so Ol It 09 19 o3 l3 

e siccome si sa che 
1^^ = Ilr X coefficiente di xT nello sviluppo di y in potenze ascendenti di re, 
cosi si potrà conchiudere 

(B) B, = nr X coefficiente di Q^ sC*''.... sC' 0^" ••• ^^ ^o*" ... ec. 

IO 90 01 II 09 19 

nello sviluppo di y secondo le potenze di x. 
Intanto scrivendo l'equazione Q{Xf y) i=: sotto la forma 

"ia?,Vo;-f- jji ^y^ ^ JI2 ^yt -4-ec. — u, 

se ne trae; per un teorema altrove dimostrato, (*) 

« — « Vnrr.n-vr ^ ^* ' ^ ^y» / 
" *• ~2r "^*' *'^ 2 ^ / dO(».y.)y . 

dove 

/>i = n -4- |>, -H |>3 -H . . . . , 
e la s omma J si deve estendere a tutte le soluzioni intere e positive dell'equazione 

/i, -t- 2p3 -f.3p^ -h . . . = n— 1. 
Posto ciò, osservando che si ha 



w •» 



(*) V. Memorie della R. Accademia deOe Sciente di Napoli per l'amio 1857. 
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polri »lkna»m che neDo nilappo 4i fi<«,y,)* 3 eot n à e ali e imiti i c u 4i 



-•io _■»• _*Jo 

0. fi. fi. •• 

«o SO So 



dovrà etfere 

n(«M -f- «,o H- «3o -f- • • • ) 



n2**^n3*^ .... n«,o n«,o n«3o .... 

con la condisione che fi abbia 

ti ^ «,o -H-«ao "f" *3o -f- . . . • 

Similmente, eaiendo 

Of^Q OS is ni ft 112 



ii troverà che nello sviluppo di 



il coefficiente numerico di 



\ àyl ) 



«0- «I- «-- 

0/* a" a" .... 

0% la aa 

dovrà ei0cre 

n(«o, -H «„ H- «„ -f- . . . . ) 



112 IT3 .... na^j na,3 Ha,, .... 

a condiziono che sia 

P% ^ *oa -4- «„ -f- «aa -f- . . . . 

Valori analoghi si troverebbero per i coefficienti di 

«03 «13 «o4 ^«i4 

Qo "e . . . . , Q^ Qo . . . . y ec. 

o3 i3 o4 i4 

negli sviluppi delle rispettive funzioni 
Quinto poi al ooeOiciente di 



q"»' q"" q"" 

**o **o ""o * • 
01 II ai 



nello sviluppo di 
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(àQjx, y.)\ -^. 



si troverà, per mezzo del teorema dimostrato relativamente alle funzioni composte, 
che esso debba essere 

(-i)*P»(P, H- l)(p, H- 2) . . . . (p, 4- *- 1) 

n2*"n3*^'. . . . n«„ n«„ n«3, 

dove 

k «■» «Il •+• «*i •+" «3i -!-•.•• 

Adunque sostituendo nell'equazione (B) avremo 

112 113 .... Tlp^ nps .... 



112***113*'® .... n«,o n«,o n«3o .... n2***n3*'" .... n«o» n^i, !!«„ •••• 

n(«os -^ «,3 -h g,3 -f- ....) ^^ n(go4 H" «,4 H" «ai -h ....) 

X ' X ' ' ^ T I T I 

n2**'ii3*''.... n«o3 n«,3 n«,. .... n2*"*n3*'* .... n«o4 n«,4 n«,4 .... 

X ec. X X 

^ (-i)*y,(P, -M)(p, -f- 2).... (Pi 4- *- 1) . 
n2**'n3*'* .... n«„ n«,i n«3, 

e riducendo, a motivo delle equazioni 

p% =» «o« H" •!• ■+" *»« 4- . • . . 

/'S «=■ «o9 H- «i3 -*- «»3 -f- • • • • 
Pi ■* *o4 H- «i4 "*" *j4 ■*•••• • 



... * 



.... 



W *™ «IO ■+• «JO ■+■ *3o 4* 

A: « «11 •+• «,| -4- «3i - 

p, «n-f-p, -HP3H-P4 -*- 
ed avendo riguardo all'equazione (a), per la quale si ha p. H* A( 9» — «oi > «i avrà 

Tom. 1. N? 6. «858. 48 



.... 
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(B). B^ (-i)-n(-^.-i) 



m*~**"* ns^"**'^ •• n^ n^ n-^n.,, ....« n-^ 

Hr 

X 

n4«^"«3.* ' ,,3«3o-«3.*..- ji.,^ n^.... n^ n^, n^, .... n,^^ 

y «MI fmmme tm/Heita H x éetenmmata étJreqtmatme i2(x, y) = 0, e 



ni[|i}ireiefil» O l(ii deriwata etpretm da ^rr^ ^ deriwata r^'*^ lif f jmt 
toadx $arà data daU'eqtuukme 

r = SB.tt"" O"'^ O^ fi"" o"~.. . . fl*^. . . . o"^ 

et IO OS II so «r ro 

ilove i numeri «», > e B^ «ono ifefemmiali dotte eqaanom (a), , e (B), , e 20 
ma^J» <feve eHaufere aiicllefejofiUHmtfiilereefOfàMf^ o «tiile ddUdme egiia- 

«o» -^«.f -*- «ao H- 2(«o3 4- «i. ■+•««1 + «3o)+ ...-f-(r— i)(«o, -f- -.- -f-a^)=r— 1 

«IO -H «li -*- •— ■+• 2(«jo + «ai ■+• — •) "*- -+->'«ro = »•• 



OftenraUmo di Capodìmoote, 11 Settembre 1858. 
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SULLE SUPERFICI D EGUALE ATTRAZIONE. 
HIRST — NOTE SUR LES CORPS QUI EXERGENT DES ATTRAGTIONS ÉGALES ec. 

Comptes Rendus N. 6. Aoùt 4858. 
On equaOy attractiiig Bodies — PhOosophical Magazine — Sqttember and Oetober. 4888. 



1? La prima parte delle interessanti ricerche del Sig. D''. ffirsl sui corpi che 
esercitano attrazioni eguali sopra un punto materiale fu pubblicata nel fascicolo del 
Maggio 1857 del PhUosophiccd Magazinef ed ha per iscopo lo studio delle proprietà 
delle linee d'eguale attrazione. Nei lavori più recenti citati sopra 1' A', considera le 
superfici d'eguale attrazione, cioè denominando punti ed elementi corrispondenti di 
due più superfici quei punti ed elementi delle medesime che corrispondono al me- 
desimo raggio vettore, (supposto il punto attratto essere il polo); considera quelle su- 
perfici gli elementi corrispondenti delle quali esercitano attrazioni eguali sul polo. Am- 
messa la ordinaria legge di attrazione, osserva FA', come questa ricerca equivalga al 
problema geometrico : determinare la famiglia delle superfici aventi la proprietà che 
i loro piani tangenti in punti corrispondenti sono egualmente inclinati al comune .rag- 
gio vettore. Quindi supponendo riferite quelle superfici a tre assi ortogonali l'origine 
dei quali sia il polo, indicando con r il raggio vettore corrispondente al punto di 
coordinate x, y, z di una delle superfici, con l'angolo che esso comprende coU'asse 
delle <;, con <f l'angolo che il piano individuato dal medesimo asse e dal raggio vet- 
tore comprende col piano xy^ e con <(> l'angolo che il raggio vettore fa colla normale 
alla superficie al punto di coordinate x, y, x ; si ottiene la equazione alle derivate 
di quella famiglia di superfici: 

essendo y{9, <f) una funzione data dagli angoli d# f ; la quale equazione indicando 

jp 
con e una costante e ponendo u «s log- riducesi alla : 



m'-èm-A'->- 
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e i|tta4t per i«t fu p gf licie («), (Hg) 4*^;nle allmioae : 

S* Se eoo R fi iadiea Taa^olo tamp n ao dafle aonnli al pmo éà 
fy s della foperfieie («) ed al |Nmlo eornsposdeme deOa wjifiitM i («,) ai ka 



w ( ds ds. 1 ds ds.) 



donqiie il eoaeoo dell'assolo v che i piam paanuli per ciaarwia delie aorattli e pel 

raggio Tellore tomo In loro ( piani denominati daD' A*, normafi weftoH )» aari dato 

dalla formola: 

eoa N ~ eoe t|> eoe 4'. 

eofy » ; — ^r — ^ 

aenf'ienf'i 

o foUloendo: 

1 iàm dn, ^ ^^ 

(3) •^ '^ ** lang 4» lang ^, (d^ é$ "^ ae?5 df éf 

V A*, coneidera dapprima i due seguenti casi particolari : 1? quando per le due an- 
perfici d'eguale attrazione («)» («,) aia l'angolo y s od ^s ir; 2! quando aia y ss ^. 

Nel primo caao la (3) di : 

dtt d«, dtt d«, 
09 df df d9 

T T 

e quindi per la (2) u » :±: v, offia log - «= :±: log-^ -, si hanno cori due specie 

e Cg 

f f T e 

di superfici cioè le simili per le quali - » A e le reciproche per le quali -ss-!. 

e Cg e fg 

Nel secondo caso la (3) dà: 

dtt dtt, 1 dtt dttg 

do d6 sen df d^ 

ossia ponendo « a» log tang^ , per due superfici di eguale attrazione a piani nor- 
mali-vettori ortogonali si avranno le equazioni : 

*' Vd»"/ V'J?/ V*"»/ \*?/ ' *" d« "*^d» df 



Da queste dedncesi : 



quindi : 



ed integrando: 
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dti, dtt dttg __ dti 

dci) df df dea 

d*tt d"tt ^ ^ 

dea df 



2tt « F(tt H- ìf) -4- F,(tó — ip) 
essendo F» F| dne funzioni art>itrarìe) e : 

2«, « d= • } F(« H- ip) — F,(» — t» I ; 

ossia dovendo essere i», u, reali, indicando con X, fA due nuove funaioni art>itrarie 
si otterranno le seguenti equasioni generali delle super6ci (ti), (m,) : 

2ii tss >{« 4- t^) •+• X(« — tf ) -f- • { fA(« H- ty) — f*(« — tf ) l 

2ti, « :±: t [ X(ttH- t^) — >(» — •» 4- • } f*(« -f- t» 4- ii{ti — 19)} ]. 

Ponendo 2v »» u -f- iig , 2v, » « •— u, la prima delle equazioni (4) può scriversi: 

dv dti, àv d(^, ^ 
do dtt df df 

la quale ha la forma della seconda delle (4). Quindi se le due superGci (ti), (ir,) sono 
di eguale attrazione le due (v) (v,) sono a piani normali-vettori ortogonali , e reci- 
procamente. Siccome poi t 1» «1 tr -f- v, , tt| «3 v — - v. la seconda delle (4) dimo- 
stra che se le superfici (ti) (tr,) sono a piani normali-vettori ortogonali, le superfici 

(v)f (v,) sono pure di eguale attrazione. Se supponiamo v as log £- , v, s» log ^ si 

avranno fra i raggi vettori di queste quattro superfici le relazioni : 



vi • "-'VS- 



3? Se supponesi che l'angolo «p si^ funzione della sola variabile d, l'equazione (1) 
delle superfici d'eguale attrazione diventa : 



{wj ■*■ ;^6Ì^y - ^'> ■ 



Ponendo per brevità p '^ -tt $ 9 "^ T~ » l'integrazione di questa equazione alle de- 
rivate parziali dipende dalle seguenti alle derivate ordinarie : 
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le quali integrale danno oltre la proposta le tre: 

essendo : 

quindi l'equaxione generale di quella famiglia di supeifiei si otterrà dalla eliminatone 
della a dalle due equazioni : 



ndo yia) una funzione arbitraria di «. 
Da questa equazione deduce FA*, la singolare proprietà : che se « = ^{0^ f ) è fl 
risultato della eliminazione della « dalle medesime per una determinata forma di /{a) 



il risultato dell*eliminazione della a da quelle equazioni quando in luogo di /(a) pon- 
gasi nelle stesse J{») + cac Cioè una super6cie deOa luiiglia che si eoosidera, può 
farsi ruotare in un modo qualunque attorno l'asse delle x senza che Tenga ad alte- 
rarsi la sua proprietà d'attrazione. 

L*A*. applica da ultimo le equazioni (5) alla tnttazioiie di alemi casi partico- 
lari » fra i quali è prindpalmeute rimarcfaeTole fl segueale : deteminare la femig Ht 
delle s^ieifici che attraggono il polo egnalmenle ad un piano perpendicolare alTaMe 
Mie X. L'equazione generale delle m ed e s i m e dedueesi eridenlemenle daDe (5) pò- 
neudo in esse p(9) =^tang.9. 

Settembre 1858. 

Ptar. F. Buoaoi. 
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BI UNA NOTA DEL BARONE PLANA. 

CASI PABTICOUU DEL le DH UQIiDH. 



I. In una Nota relativa a tre pagine degli Opuscula AncUytica d'Eulero ('), il 
Barone Plana risponde ad alcune delle censure fattegli nella mia Memoria Sopra una 
formola di Lagrange spettante al moto dei liquidi ne' vasi (*). Le osservazioni che 
seguono faran conoscere queste risposte e ne mostreranno l'insufficienza. 

Il Plana essendo giunto nel Voi. XYI, serie 2*. dell'Accad. di Torino, pag. 103, 
alla formola 

TT e* -f- «r* 1 cos tt cos 2u cos 3tt 

2 e* — er«"~2""l*-+-l "^ 2"-f-l " S'+l"*" " ' 

pareva supporre che essa fosse nuova e che solamente Fourier ne avesse data un'altra 
da cui potesse venir dedotta mediante una differenziazione; mentre per ottenerla ba- 
sta fare « = 1, tt — d =^u nella formola (t), num. 131, del Trattato degl'integrali 
definiti del Piola (^) , oppure fare x = l,& = 7r, a = u nella prima delle for- 
mole (tt) , num. 136, dello stesso Trattato (^) , formole dovute a Legendre: om- 
metto altre citazioni che mi sarebbero somministrate dalle opere di Poisson e di Cauchy. 
Ora egli vuol mostrare che quella formola appartiene ad Eulero , ma i mezzi usati 
sembrano poco acconci giacché ricorre ad una trasformazione non breve e ad una 
sostituzione immaginaria senza riguardo alle condizioni a cui la formola d'Eulero é 
soggetta. 

Se non fa difficoltà il passaggio dal r^ale all'immaginario, non occorre vemna al- 
tra trasformazione avendo Eulero trovata una equazione che è la prima delle (^/), 
num. 135, del Trattato del Piola (^) e che si cambia nella proposta al solo farvi 
» = 1 , a = u^^ , b = ttV^^. 

Ma un'altra formola diede Eulero non menzionata dal Plana , la qude è assai 

(^) Torino, Stamperia Reale. 

(*) Annali di acienie matematiche e flaiche, 1857, pag. 300 e segg. Sona coni in questa Memoria 
aleoni errori di stampa di cui noterò i prfaicipali: a pag. 401, eqnarione (7) il limite inferiore del z 
dev'essere < « 1; a pag. 404, formola (10), nei limiti inferiori del residno £. deve softitoini ( — ir) in 
luogo di («); a pag. 113, lin. 14, si cangi «^ in «, , lin. 16 si cangi dp, in «, ; a pag. 4SI, Un. si legga 
voto in luogo di eato. 

(*) OpnscoU matematici e fisici. Milano 1834. T. II, p. US. 

(^) Ivi pag. 117. 

(S) Itì pag. 118. 
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aasai più feeoodt benché biaogneYole di eomiioiiey e che ho già rieordiU neOt mia 

Nota intomo ad alcune formale tommaUme^ num. 13 O, cioè 

y 8s/Xdx -H 2^(cos ancff/Xdx eoe Sncs + een ^nxfHAx sen Sncx) « 

dove X denota il termine generale d*mia serie, x il ano indice, e y fa somma della 
serie arrestata al termine X : la correzione da farsi sta nel termine 4- j X che con- 
Tiene aggiungere al secondo membro. Chiamato k nn numero intero , e Xo , X* i 
ralori di X corrispondenti ad « = , « = A, si a^rà 

2|X =?L=I? -f. fcV -h 22 £ukBcos2n(». 

facciamo X := -z — ^ , ^es oo : sarà 

2**" cosiMB 1 f^eoenxàx . ^ p'/cosiSnr-f-pkB -h cos(2nr— p)d?\ , 
«. ITP " - 2+J. TTP-^iJ. V m? ^j*^ 

e se p sia compreso tra aero e 2ir, sostituendo agl'integrali definiti i loro noti va- 
lori, troveremo 



onde posto ir — p ^=^ te, risulta la formola che il Plana vuol dimostrare. 

Molte altre conseguenze notevoli si possono similmente ricavare dalla formola ge- 
nerale d'Eulero testé riferita: se per esempio prendiamo 

-. eosiNC , 

r^ GOBaxàx 
ricordando che l'integrale definito 1 -^ -^ se a é positivo eguaglia 

v / a a\ "Si 

ossia la parte reale dell'espressione 

(>) AnoaU di te. mat. e Ut. ISSS, ptg. los. 



I- 
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onde si ha 

C08 axAx TT . _. 
r— = — te 

1 ^— 1 

fallo j- — ss t , e rigellata la parie immaginaria del secondo membro ; irove- 

remo sotto la medesima condizione, eperO<C/'<C2n9 



Posto TT — /i = u ed eseguile le riduzioni opportune, resterà 

1 cos tt cos 2tt cos 3tt 

2 ~ l^fT "^ S^TfT "■ 3^11 "^ 

"" 272 e«^* - 2cos 7rv^2 4- ^^* T \^72" ^"^ IJT ) 
4. e v.^eos-^ + sen-j^j-e^«(^cos-^^.sen^j 



~^/ ttH-TT t*-+-A) 

-^ ^^cos-j7j.-sen-^j| 



Accennerò anche una dimostrazione che si otterrebbe svolgendo pei coseni degli 
archi $, 29, 39, ecc. il primo membro della formola trovata dallo stesso signor Plana 
nel 1816: 



r* 



(e*— Osen ht e*« -f- e""^ 



w. _ _^ 



e'-|-2co8fl -#- e^ V* — £ 

f" 1 

ma converrebbe ammettere F equazione I di sen ^ == r- , che non è vera iu modo 

assoluto benché possa valere come formola di limite. L'integrazione indefinita mostra 

che I di sen ^ è quantità indeterminata, né mi persuade il contrario l'opinione del 

signor Raabe ('), che ricorre a differenziazione sotto il vincolo integrale e ad altri 
mezzi non sempre legittimi. Del pari mi sembra indeterminato l'integrale definito che 
fu trattalo dal Plana, e credo che alla sua formica si debba sostituire la seguente 

J, V + 2cosgH-ir-r '"°^==^ V--ir*» - h ' 



C) JfattMMf<MA« inxtikttftra^fiiy Zurigo, 1857 e 18S6. 

Tom. I. N! 6. 18S6. 49 
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Jurt» I» « ^ 




\ i^— prXl^^ ^St f* 



.-«^K ^ /> 



^ fjiem 
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1»> — 2*^ -h 3*^— 4*> 4- . . . = 0, 

ch'egli crede aver cosi dimostrata col mezzo di serie convergenti» Basterebbe rispon- 
dergli che la prima serie, convergente per x inferiore ad 1, è divergente pel limite 
X = :±z 1} ma voglio mostrare a qual conseguenza apertamente erronea guidi lo stesso 
metodo. Se in luogo di fare a; = 1 si pone x = — 1, si annulla ancora per infi- 
niti valori di 9 il primo membro della formola precedente, e quindi bisognerà egua- 
gliare a zero il coefficiente di ciascuna potenza di 9 nel secondo membro : il coeffi- 
ciente di 9^^ darà 

1»> 4. 2»^ 4. 3*^ H- 4»^ -f. . . . = 0, 

equazione che senza dubbio anche il signor Plana rifiuterebbe. 

Ecco un nuovo esempio a conferma della proposizione di Abel che asseriva po- 
tersi con le serie divergenti dimostrare tutto ciò che si vuole, il vero e il falso, il 
possibile e l'impossibile. I progressi e la dignità della scienza non soffrono più l'uso 
di mezzi tanto inesatti dhe può solamente rivelare l'imperizia di chi non sa prescin- 
derne; bisogna che si possa render ragione d'ogni parte d'una dimostrazione algebrica 
come si fa per le geometriche , e che le trasformazioni analitiche siano liberate af- 
fatto da quell'oscurità per cui un arguto geometra torinese le assomigliava ad un giuoco 
di bussolotti. Conviene in una parola seguir la via aperta dall'illustre Cauchy, che 
nel 1821 scriveva (') : « Quant aux méthodes, j'ai cherché à leur donner toute la 
rigueur qu'on exige en geometrie, de manière à ne jamais recourir aux raisons tirées 
de la généralité de l'algebre. Les raisons de cette espéce, quoique assez commune- 
menl admises, surtoul dans le passage des séries convergentes aux séries divergentes, 
et des quantités réelles aux expressions imaginaires, ne peuvent étre considérées, ce 
me semble, que comme des inductions propres à faire pressentir quelquefois la ve- 
rité, mais qui s*accordent peu avec l'exactitude si vantée des sciences mathématiques. 
On doit méme observer qu'elles tendent à faire attribuer aux formules algébriques 
une élendue indéfinie, tandis que, dans la réalité, la plupart de ces formules subsi- 
stent uniquement sous certaines conditions , et pour certaines valeurs des quantités 
que'elles renferment. >» 

Anche Abel fu da principio meno rigoroso e a questo periodo di tempo appar- 
tengono le formole trovate inesatte dal signor Bertrand ('), ma poscia ebbe a dire: 
<c enfin mes yeux se sont dessillés d'une manière frappante, » e si pose sulle tracce 
di Cauchy del quale scriveva: « M. Cauchy est celui des mathémaliciens qui sait le 
mieux comment les mathémetiques pour le moment doivent étre traitées ... L'excel- 

(I) Ànalìfse algébrìqut, pag- ij. {hitrodmetion)- 
(s) Annali di matematica, 1838, pag. 158. 
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leni oavrage de M. Caoehy , Caurs d'awdyse de Vécole polyteckmque doit étre la 

par toat analyste qui aime la rìgaeur dans les recherches malhématìqiies (*). » 

L'autorità del iigoor Plana potendo servire a generare o radicare falsi concetti 
sopratutto nelle menti de'giovanì, ci ha determinati a non tacere alcuni suoi abbati, 
e godiamo di citare una sentenza giustisnma che a proposito d'una inavrertenza del 
medesimo astronomo piemontese proferisce l'Arago: « Les inexactitudes, quand elles 
proviennent de sources aussi élevées, ne doivent pas étre laissées à l'écart , et sans 
réfutation (*)• » 

li. La Nota del Barone Plana mi offre l'occasione di fare qualche aggiunta a 
ciò che dissi nella Memoria sopra ricordata intomo alle ricerche fatte per una doterà 
minazione rigorosa del moto dei liquidi. Debbo innanzi tutto riparare ad una ommis- 
sione nominando fra i geometri italiani che trattarono dell'indicato argomento i pro- 
fessori Brighentiy Bruschetti, Amici, Tardy, Padula, Betti : principalmente mi corre 
obbligo di menzionare le diligènti indagini e discussioni storiche del Tardy (^), che 
in modo assai più preciso e pieno ch'io non ho fatto dichiarò la parte avuta nella 
tratlazion del problema da Lagrange e Dalembert. Anche il prof. Brioschi ne diede 
una storia ordinata ed esattissima che premise alla Memoria postuma del Piola sul 
moto delle acque (^). 

In secondo luogo richiamerò pel moto ne'vasi conici alcune soluzioni diverse da 
quella del Venturoli ch'era stata proposta come la sola possibile. Tali soluzioni già 
venute in parte additate dal prof. Bellavitis {% e si deducono dagli stessi calcoli del 
prof. Tarazza benché questi abbia inteso di provare che non poteva soddisfarsi al 
problema fuorché con quella del Venturoli ; questa sola trovò pure il Tardy mediante 
il calcolo dei differendoli a indice fratto supponendo un differenziale esatto il tri- 
nomio della velocità, quantunque altre ne indicasse pel caso in cui la stessa condi- 
zione non s'adempia (^) : cosi gli esempi del Bellavitis e gli altri che recherò mo- 
strerebbero per avventura che le formole somministrate dal calcolo dei differenziali a 
indice fratto non godono di tutta la desiderabile generalità. 

Prese le coordinate ortogonali x^ y, z, abbiasi un vaso generato dalla rotazione 
d'ana curva piana intorno all'asse delle z , e si faccia r =» ^x* -f- y* : le velocità 

secondo z e secondo r eguaglieranno le derivate parziali -j^ e -p- , se assumesi per 

UZ UT 

(>) Omortt i^àJM, tom. 1, pag. MS e tS9; tom. 1, pag. 68. 

(*) CoMptM rtndnu^ tom. 13* ptg. 74S. 

(*) Sopra alcani ponti della teorici del moto dei liquidi. Firenie, 1847. 

(^) Memorie deU'btitoto Lombardo, YoL m. MUano, 1881. 

(>) Sol moTimento di on liquido che discende in modo perfettamente simmetrico rispetto ad on asse 
terticale (Venesia, 1848), nom. 88, pag. 80. — OftMfooliiMMt 4t fuOMdmi aoliil^òiiaiu ana^yf^eii prv- 
MMMfwn od lifuldomm MofiMi p§rfimifMmm (Bologna, 1847, nmn. 38, pag. 88—87.) 

(*) Amali di te. mat e flbiche 1880. 
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^ l'espressione usata dal Turazza e dal Tardy 

4, =r I àd[ff{% -f-cosr 0^^) -H (p(« — r cos 0^^) ] , 
che per mezzo del teorema di Taylor si risolve nella serie 

dinotiamo con f , ff\ y, • . . una funzione arbitraria e le sue derivate successive. Ri- 
cavandone le velocità, si avrà per l'equazione differenziale d'ogni traiettoria 

e si dovrà determinare f in modo che questa comprenda anche l'equazione delle pa- 
reti del vaso. Ora pei vasi conici l'equazione delle pareti è z = or con a costante: 
sostituendo e facendo f'(z) = 2*, si ottiene 

, *(*-!) . k{k-ì)(k-2){k—3) 

2\«* "^ 2'.4'.«* ~ • ■ • 

* *(*— 1)(*-2) k{k—i) . . . (k—i) 
"° 2"^ 2'.4.«' rA'.6.cfi H...» 



OMia 



„ «Jl k(k—i) *{*— !)(*— 2)(ii;— 3) 1 „ 

<* + ^)L2-^T^+ 2(V.6.i^ -'-...J=0, 

che si risolve nelle due 

La prima porge k = — 2^ che corrisponde alla soluzione del Yenturoli: la seconda 
è un equazione di grado infinito rispetto a A(, e chiamate k^f k^^ k^ , ... le sue ra- 
dici, si potrà prendere 

h km k 

ff'{%) = a*~* -h a, X * -h a, X -f- aa z ' 4- . . . , 

con afùi 9 a, , ... costanti arbitrarie. Si riconosceranno facilmente l'esistenza e i li- 
miti d'alcune di tali radici, ponendo nel primo dell'equazione successivamente A(=l, 
2, 3, 4 ... , il che lo ridurrà a 

1 1 1 1 3 1 3 1 1 5 5 

2' 2 2l?' 2 517' 2""2^"^2r47'2"'?7""*"2r4?'* •• 
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Cosi per ^ = 1 quel primo membro sarà positivo, per k =s2 sarà oegativo se a è 
•< \ , nullo se « = I , positivo se « > | ; per ^=3 sarà negativo se « è <_i_^3, 
nullo se a == I y/3, positivo se a > ^ y/3; per ^==4 sarà positivo se « è < ^ ^3—^7 
e se a >> j V 3 + v^7 , negativo se a è compreso tra questi due valori , nullo se 

a eguaglia l'uno o Taltro; per A; = 5 sarà positivo se a è <C? ^5 — ^15 ovvero 
>> j V 5 + ^15, negativo se a è compreso tra questi due valori, nullo se uguaglia 
l'uno l'altro. Da ciò si vedrà che se ce è <I i l'equazione ha una radice k^ com- 
presa tra 1 e 2; nel caso di j <C « <Iiv^3 l'ha tra 2 e 3, nel caso di j ^3 < « 
<i v^3 + v'V l'ha tra 3 e 4, e nel casodi i v/3 -|- y/7 < « < | V^5 -|- VìS l'ha 
tra 4 e 5; se a è < i ^3 — ^7 l'e quazione a vrà una radice A^x tra 1 e 2, e una 
radice ^^ tra 2 e 4; e se « è < j V5 — vis essa avrà una radice k^ tra 1 e 3, 
e una radice k^ tra 3 e 5; se poi a eguaglia uno dei valori |, 7^3, •; ^3^ ^7, 

I V 5 :±: VTs , una radice sarà ^^ = 2> 3, 4, 5. Nel caso di a = { , divisa l'equa- 
zione per k — 2, resta 

fc+l . k{k-l){k-3) k(k-i){k-3){k-A)(k-S) , ,„ „ 

il cui primo membro per ^ = 4 è negativo e per k=5 diventa positivo; onde v'ha 
un'altra radice k^ compresa fra 4 e 5. 

Con queste soluzioni tutte le Irajellorie risultano curvilinee,, eccetto quelle dell' 
asse e della parete, come mostrò il Bellavitis, ed è chiaro cosi che la determinazione 
delle funzioni arbitrarie falla per tutta la mole fluida non rende le trajettorie inteme 
identiche per natura a quelle della parete, contro all'opinione ripetuta anche nell'ul- 
timo suo scritto dal signor Brighenti ('). Alla medesima conseguenza si può giungere 
anche pel moto a due coordinate, considerando che se il solo fluido è contenuto dalle 
due rette y = , y = x lang o) , la funzione ¥{$) del Venturoli può generalmente 
determinarsi per la formola 

9 

ove <f denota una funzione arbitraria. Il prof. Tardy recò altresì l'esempio del velo 
terminato dalla iperbola yx =a e dalla retta y = ^, e trovò per le trajettorie in- 
terne 

«V — a = Hf «•- y' -^-h cA: 
questa equazione si riduce a quella delle due pareti per valori particolari della co- 
(*) Intorno ad nni Memoria postnma di Gabrio Piola (Bologna, 1854), pag. 10. 
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stante H, ma non intendo con qual fondamento il signor Brighenti assuma che le 
tre equazioni debbano sussistere insieme e cosi la terza non rappresenta altre linee 
che quelle delle pareti. 

Bensi convengo col signor prof. Brighenti nel credere che le soluzioni del Ventu- 
roli, di cui fu egli il primo ad impugnare l'esattezza (*), non siano rigorose ma ipo- 
tetiche, non argomentandosi la loro asserita generalità fuorché dalla supposta perfe- 
zione de'metodi analitici che le aveano procurate, e che si scorge non essere abba- 
stanza generali. E parmi ancora che a ragione egli consigli nuove osservazioni e nuovi 
studi pratici onde si raccolgano le condizioni fisiche occorrenti alla piena risoluzione 
de*problemi idrodinamici. 

Ora farò qualche esame delle formole ottenute dal prof. Tardy col suo calcolo 
dei differenziali a indice fratto. Adoperando gl'integrali definiti si ha per l'equazione 
differenziale delle trajettorie ne' vasi di rivoluzione 

j de [ <f(% 4- r cos eV^) -h ?'(2 — r cos e^^) ] 

= T^V/-^ j d0cos0 [(p'(a;-l-r cosev^^) — (p'(2 - rcos^v/^)], 

e per essere 

sen'e -h cos'a = 1 , /sen'a de [ <f{% •+- rcos e^^) -+• <p'(x — r cos V^^) ] 

o(z -hrcoae ^ — 1) — olz — r cos ^ — 1) 
= — -i-^ , — I' : sen e 

rV— 1 

fo(% -^ rcos e ^^) — o(z — rcosS V^— 1) 

4- l-Li -7==^ ' cos^da, 

J rV^-1 

il primo membro si trasforma in 

Alt 

cos'0 de [ ff{% 4- r cos V^— 1) -+- (f(z — r cos V'— 1) ] 



i 



r 



<f(z -f- rcos e ^—ì) — (f{z — r cos e^ — 1) 

j — cos d dd » 

rV — 1 



onde l'equazion precedente sarà soddisfatta se si pone 



(*) HoU intorno ai mo?imento delle acque a due coordinate (Pesaro, 1828). Debbo alla gentilezza del 
dottissimo Prof. Gherardi Tarer potuto leggere questo ed altri de'principali opuscoli pubblicati sopra le 
accennate questicmi. 
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y(» -h r ce» g^^— 1) — y(s— reoig/^ 



eoi9 
rV-i 

= ^•=1 CM^ [t'(x -h rcoi« /ITI) — f(» — r eot«/=l) ] . 

Qaesu eqnanone poò serrire t delermìiiar f » i m e n de n d ovi s e r eoOegati daD'eqmàoiie 
età Tiso; pei vasi cowei del Yentnroli e per gllpeibofiei del Giulio» etn eoUiiaa pie- 
MHieale eoo la formola del Tardy {% e intaato fl awdo eoa evi yi aiam giunti la 
fi dipendere dalle p r u n ci s e come ima c ondin oiìe aoa già aeeeaaria ma soffieieole. 
Dirideodo per eos*9 » e fiMoado r eos 9 V — 1 »» « , troviamo 

rdx 
qiiiadi--r--dOTrè ridursi ad una fumioue J{%) di s, e faccudo iaoltte 

t(«H-»)-t(« -«)==». 
■e trama» l'eqnanone • derivale paniali 

^ . dR dR „ ^ 

cou la quale deteimiueremo / e f seasa llutegranme d'equaiioui a diflerene finite 
e miste preseritu dal Tardy. Foeto iaiitti e^^^==r Z , e demUrti eoa F una fan- 

guìra - = « per requanooe del Taso. Preso Z »= x. 



t(« + t)-t(x-t)=ÌF(i) 



a 



e CMto s ss X ne risulterà 

che darà la sofauìoae del Veaturolì pei Tasi eoaici, eoa dae costati arbitrarie f<0), 

F(i). Gcaeralmeate dorrà essere ^ ^ ^, e soatitaiadoTi rcspraaìoae di R, si 

dis ds 



0) Mim i ri i f^i dMw pif. » t tt 
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troverà eiie la fonsione F deve soddisfare all'equazione 

dove gli apici indicano le derivate al modo di Lagrange. Scrìvendo poi ^ «e ( , ot- 
terremo 

01? 017' 17" 

-FZZ" + Z'»(«r + 2P)-^ _ i* + L-, 

e il primo membro sarà indipendente da t come il secondo, talché differenziando ri- 
spetto a s si arri 

— r(Z'Z" + ZZ'") + 2Z'Z"(<F" -4- 2P) = 0, 

e se ne dedurrà jrfiì indipendente da x e però costante. Adunque »ir ==" f>^ 7- > ^ 
integrando 



nn-1 



inoltre 



('ì^*') 



OMia 



e integrando 



2ltr=r -4-2|«m -f- 1 , 



F" ni— 3 






Con questi valori l'equazione di condizione diverri 
che dovrà riuscir identica; laonde sarà primieramente 



% . m — 3 ^ 



m— 1 " 4 

e m avrà uno dei valori 3 e 5, indi ne deriverà b=sO e 0^=0. Al valore ms=3 
corrisponderà F <» et , e perciò 

t(s + s) — f (s — s) « I , 

Too. L N! S. IS86. 50 
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dove ^ sarà sempre nullo essendo tale quando s >= 0, e cosi avrassi 

e f sari costante, il perchè niun moto si produrrà; al valore m = 5 corrisponderà 

F = |l% r = |z«. onde |- = y/|. 

e quindi 

1 e 

^ = A + Bx , 9(« 4- s) — 9(« — s) = gS (A -4- B«) : 

avremo cosi 

9(3») — 9(0) = I «(A 4- B») , 
ossia 

?W=?(0)-+-j»(a4-|b»^, 



e Tequazione del vasp sarà 



r*(A 4- B«) = 4 



Questo é il vaso iperbolico del prof, Giulio, e il Tardy lo presenta come un esem- 
pio dei casi in cui il suo metodo conduce a calcoli complicatissimi e la soluzione sa- 
rebbe arrestata dalle gravi difficoltà delle integrazioni. 

Ho tacitamente supposto che Z" non sia nullo x l' ipotesi contraria ci riporta al 
vaso conico del Yenturoli. Due soli adunque sono i casi che vengono offerti dalle for- 
mole sopra riferite. 

L'equazione differenziale delle trajettorie espressa in serie si rende integrabile mol- 
tiplicandola per r, e si ottiene 

r ?'w - ari '"'<') + 2^ ''<*> - •••• = = 

che rappresenterà curve algebriche ogni qual volta ^'(2) sia una funzione intera. Se 

prendesi 

tf'{z) = A -4- Ba 4- Cx% 

si avranno tutti i casi compresi in una formola che il prof. Amici aveva indicata e 
che poteva parere molto più generale ('). Per dedurne il vaso iperbolico basta pren- 

(M Amici, Meccanica e Idraulica, Voi. II, pag. 201 (Firenze, 1842). — La formula dell* Amici pe' 
vasi rotondi (di rivoluzione) può esprimersi con 

^ = F(« + y) -h F(« - y). 
fatto 
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dere ^'(2) = %. Le trajettorìe si possono anche rappresentare con Teqnazione 

I d© cos [ (p(» •+• r 008 «V — 1) — <p(» — r cos ey — 1) J = 

ovvero» usando i differenziali a indice fratto con l'altra 



J 



f H 

[ (f{z •+• r^a) — <f{% — r^a) ] da* = — 



purché si faccia da ultimo a = — 1 : ambedue queste equazioni si riducono alla 
precedente svolgendole in serie, e ricorrendo per la seconda alla formola 



J 



r(» 4- fi "h 1) 



Qui secondo il metodo del prof. Tardy converrebbe differenziare a indice {; ma 
poiché la formola precedente fatto /ui= — i.,en = somministra 

ito* ^ •^ ' 
ne seguirebbe 

'■'■■-■ f 

/(«K2 + tV-i) + A*K2-#K-1) = F(#), 
e intesa con f nna foniione arbitraria; ma dorendo tf ridarsi ad ima fmuione di a* + y* e x, si avrà 

d^ d^ 

dy *' dar' 
e quindi 

«F'(« + y) - »r(x -y) = yr(« + y) + yP'(« - y) . 
ossia 

F'(g + y) ^ y(g - y) 

« + y ^itB — y ' 

Vlt) Vis) 

sicché ~^ non rarierà al Tarìare di t. Porremo donqae —^ ^Z, e atremo 

chiamate Z, Zi due fimiioni di x. Ma tf dere soddisfare all'equazione 

d»» + ^ + a]? "• 

che direrrà 

e si dividerà così nelle due 

^ = o.^ + «-o. 

Integrando si troverà 

Z = a -I- òx , Zi s= Oi -I- dix — 2ax> — {. dx< » 

che si sostitairanno nell'espressione di ^. — Il Tardy è gionto in altro modo ad eguali conehiusioni. 
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condizione a cui nessuna funzione può soddisfare restando a indeterminata come si 
vede ponendo a = 0. Lascio di cercare a che si giungerebbe supponendo H funzione 
di a OTvero considerando le futuioni compUmentarie di siffatti differenziali. 
Anche l'equazione dianzi ottenuta 

[(p'(« 4- rcosfi/^) -«-f'(z — r cose ^^)] cose 

(p(« 4- r eoe © ^^) — 9(z — rcosfi^^) 

■^ ^;n 

si rende integrabile moltiplicandola per rirV — 1, e l'integrale «ari 

?(« + rco»»/^) — <p(« — rco8e^^)= . 

r 

chiamata H una costante che potrà contenere l'angolo 9, e lo conterrà effettivamente 
in ambedue i casi sopra discorsi e risguardanti ai vasi conici ed ai valli iperbolici. 

A. GSHOGCII. 
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ERRATA-CORRIGE PEL N: S. 

Pag. 61 forinola (10) 3(0 — ....) si scrìTa (3G^ — ....) 

Pag. 65 lin. 15 e 16 di p in p si legga di p in f 

ERRATA-CORRIGE PEL N? 3. 
Pag. 151, lin. 12 in Tece di [(»+ 3)a — «J 

leggasi C(ii + 3)a — xf. 
lin. 18—14 leggasi 



P« 



'^ Vs ^ * / L' (ti4'17)(n+3)'Jn + 3 ^n + il) ^ n ^ il Ig -h 3 ^ 6(n + 17) VS f 3 / 
log ^3 + » ^ L» (ii-|.17)(n+3)» J» +3 6(ii + 17) "*" » + 17 » + 3 "*" 6(n + 17) ViTÌM / 



ERRATA-CORRIGE PEL N! 5. 
Pag. 312, linea 2, — 6p9 si legga — 6p^ 
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